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《应 用 数学 和 力学 》 讲 座 丛 书 序 


应 用 数学 和 力学 》 编 委 会 为 了 适应 四 化 建设 的 需要 ， 推 动 
应 用 数学 和 力学 方面 的 学 术 交流 ， 自 去 年 5 月 起 在 全 国 各 地 举办 
不 定期 的 《应 用 数学 和 力学 > 讲座 ， 由 本 刊 编 委 同志 义务 分 任 主 
讲 ， 讲 授 有 关 专 题 ， 介 绍 最 新 成 就 ， 深 得 各 方 同志 支持 和 欢迎 。 
1980 年 已 举办 讲座 5 期 ， 今 后 将 继续 举办 。 由 于 场地、 名额 所 
有限， 希望 能 参加 听讲 而 向 隅 的 同志 很 多 ， 纷 纷 提出 要 求 。 为 此 ， 
特 将 讲座 材料 内 容 ， 编 成 丛书 ， 陆 续 分 册 出 版 ， 以 供 读者 。 

长 期 以 来 ， 应 用 数学 和 力学 是 相辅相成 的 。 晚 近 的 发 展 更 加 
如 此 。 例 如 ， 由 于 人 类 生产 活动 的 飞速 发 展 、 生 产 材料 的 日 益 更 
新 ， 我 们 要 处 理 比 弹 性 、 塑 性 ， 不 可 压缩 流体 ， 非 粘性 流体 等 更 
为 复杂 的 介质 ， 从 而 要 研究 有 记忆 性 能 的 材料 、 有 极 化 性 质 的 材 
料 和 有 非 局 部 性 质 的 材料 等 的 力学 性 质 。 为 了 描述 这 些 力 学 性 
质 ， 人 们 就 要 求 大 量 使 用 泛 函 分 析 和 群 论 的 方法 。 又 例如 ， 为 了 
处 理 巨型 的 机 械 、 特 大 的 载荷 和 高 速 的 运动 ， 人 们 面 对 着 大 量 的 
非 线性 问题 。 为 了 处 理 这 些 非 线性 问题 ，20 年 来 ， 力 学 办 开发 了 
奇异 摄 动 理论 的 研究 。 又 例如 ， 计 算 机 的 发 展 ， 提 供 了 力学 原理 
直接 用 于 工程 上 复杂 结构 物 强度 计算 的 可 能 性 ， 从 而 开创 了 近代 
的 有 限 元 理论 ， 以 及 和 有 限 元 理论 密切 相关 的 广义 变 分 原理 。 其 
它 如 嘉 当 张 量 之 用 于 极 化 材料 的 分 析 ， 突 变 理 论 之 用 于 处 理 稳定 
性 问题 ， 沃 许 函 数 之 用 于 映 象 理论 等 ， 也 无 不 如 此 。 此 外 ， 随 机 
了 过程 和 模糊 数学 等 学 科 的 发 展 ， 也 正 深刻 地 反映 在 力学 原理 处 理 
次 实生 产 问 题 的 过 程 之 中 ， 从 而 使 生产 问题 的 处 理 更 真实 地 反映 
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< 应 用 数学 和 力学 > 讲座 和 讲座 从 书 ， 将 尽 可 能 地 反映 这 种 
日 新 月 异 的 发 展 情况 。 

《应 用 数学 和 力学 》 编 委 会 说 借 从 书 发 行 之 际 ， 向 主讲 的 编 
委 同志 和 编辑 部 的 工作 同志 们 致谢 ， 由 于 他 们 的 无 私 劳动 和 广 吉 
努力 ， 讲 座 才 能 办 成 ， 从 书 才 得 出 版 。 

尽 请 读者 不 癌 指 教 ， 对 本 丛书 的 任何 意见 ， 都 将 是 对 《应 用 
数学 和 力学 》 编 委 会 工作 的 支持 和 爱护 。 


钱 伟 长 
1981 年 1 月 29 日 于 北京 清华 园 照 调 院 
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1983 年 4 一 5 月 份 ， 我 曾 在 杭州 由 《应 用 数学 和 力学 2 编 委 会 
主办 的 第 23 期 《应 用 数学 和 力学 >》 讲座 上 主讲 了 与 书 名 相同 的 系 
统 讲座 。 梁 浩 云 同志 担任 了 该 讲座 的 辅导 工作 。 这 本 书 是 在 当时 
的 讲义 基础 上 由 梁 浩 云 同志 进行 整理 和 补充 而 成 的 。 由 于 时 间 仓 
促 ， 福 一 漏 万 在 所 难免 ， 请 读者 指正 。 


部 仲 稀 
(Guo Zhong-heng) 
1987 年 12 月 于 北京 大 学 


Tk 


前 


1901 年 Weingarten 发 表 了 关于 任意 闭 回 路 上 位 移 和 转动 的 
跳跃 为 恒 量 的 著名 定理 。6 年 之 后 ，Volterra 又 提出 两 大 类 基本 
mX (distortion) 形式 。 这 两 事件 为 以 后 的 位 错 理论 ， 或 更 一 
般 的 缺陷 理论 葛 定 了 基础 。Volterra 是 这 样 考虑 的 ， 将 一 个 贺 
简 治 其 母线 切 开 ， 如 果 将 第 一 个 切面 对 另 一 个 切面 进行 相对 平 
移 ， 我 们 就 有 Volterra 第 一 类 畸变 ， 或 叫 位 错 〈dislocation) 。 
如 果 是 相对 转动 ， 那 就 有 第 二 类 畸变 ， 即 向 错 disclination)。 
也 有 个 别 作者 提出 叫做 螺 错 〈dispiration) iy =X EPR. 
关于 螺 错 是 否 构成 一 种 独立 的 畸变 形式 ， 尚 有 争 说 。 在 这 里 我 们 
将 不 涉及 它 。 

另 一 方面 ， 金 相 学 家 们 早 就 观察 到 在 金属 塑 性 区 域内 的 清 
移 。 许 多 理论 家 就 用 位 错 理论 来 解释 塑性 现象 。 冷 加 工 和 辐 腿 等 
在 金属 中 也 会 引起 位 错 的 出 现 。 内 应 力 问题 也 不 能 完全 在 经 典 理 
论 范围 内 解决 。 经 典 理 论 的 一 个 重要 标志 是 变形 的 协调 性 ， 即 每 
个 物体 点 变形 后 在 空间 都 有 一 个 唯一 确定 的 位 置 。 如 果 对 物体 的 
假想 微 元 施加 任意 变形 ， 一 般 而 言 ， 若 不 再 另 加 变形 ， 我 们 不 能 
将 这 些 变形 的 微 元 重新 拼合 为 一 个 变 了 形 的 物体 整体 。 我 们 说 ， 
这 种 变形 是 非 协调 的 。 只 有 满足 某 些 限制 一 “协调 条 件 ”， 换 言 
Z, 变形 必须 是 协调 的 ， 变 形 后 微 元 才能 无 颖 地 拼合 起 来 。 我 们 
也 可 以 类 似 地 来 想象 内 应 力 问 题 。 如 果 将 一 个 有 内 应 力 的 物体 分 
割 成 微 元 ， 这 些微 元 就 被 释放 为 无 应 力 状态 。 这 些 解 放 后 的 微 元 
一 般 也 不 能 无 颖 地 拼合 成 一 个 处 于 自然 状态 〈 即 各 点 应 力 为 零 7 
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的 物体 。 

解决 这 种 非 协调 问题 ， 存 在 着 众多 的 学 派 ， 他 们 问 的 结果 有 
些 也 并 不 一 致 。 这 里 只 能 选择 性 地 讲述 其 中 的 某 些 ， 包 括 ， 线 性 
的 献 陷 连 续 统 理论 ， 缺 陷 理论 与 非 黎 曼 几 何 的 对 应 ， 变 形体 非 协 
调理 论 的 理性 理论 和 位 错 与 向 错 的 规范 场 理 论 。 在 介绍 各 种 方法 
之 前 ， 都 对 所 需 的 数学 工具 作 一 简单 介绍 。 尽 可 能 使 叙述 自 成 系 
统 。 

首先 ， 我 们 将 引进 三 种 不 同 程度 的 非 协 调 性 使 线性 的 连续 统 
理论 从 经 典 弹性 理论 脱胎 出 来 。 讲 述 将 采用 绝对 符号 法 。 引 进 
线 、 面 、 体 6- 函 数 使 得 我 们 能 用 缺陷 的 连续 统 理论 去 处 理 孤 立 位 
错 和 缺陷 。 这 是 前 五 章 的 内 容 。 在 第 六 章 我 们 简单 介绍 位 错 和 向 
错 的 运动 。 

我 们 生活 所 在 的 是 欧 氏 空间 ， 所 谓 协调 与 不 协调 是 相对 这 个 
空间 而 言 的 。 是 否 可 以 超脱 出 这 个 空间 而 进 入 更 一 般 的 抽象 空 
间 ， 从 另 一 个 角度 考虑 问题 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 这 时 非 协调 性 的 
矛盾 就 转化 为 选择 具有 适当 性 质 的 空间 的 韦 盾 ,这些 非 欧 空 间 所 
具有 的 曲率 、 挠 率 等 等 将 可 通过 某 种 方法 与 刻 划 非 协调 性 的 种 种 
缺陷 度量 建立 对 应 关系 。 从 50 年 代 初期 起 ， 日 本 的 近 蒋 一夫， 英 
国 的 Bilby 和 德国 的 Kr6ner 等 人 就 是 这 样 创造 性 地 把 抽象 的 微 
分 几何 用 于 解决 缺陷 问题 。Kr6ner 认为 : “位 错 和 内 应 力 的 一 般 
理论 惊人 地 和 广义 相对 论 相 似 ， 后 者 促进 了 微分 几何 的 发 展 ， 使 
之 具有 今天 的 能 简单 地 表示 复杂 关系 的 漂亮 形式 。 但 又 不 同 于 广 
义 相对 论 ， 摆 脱 了 人 为 的 〈speculative) 结构 ， 只 依赖 实在 的 基 
本 法 则 。 位 错 的 连续 统 理论 表明 了 , 如 何 可 以 利用 连 络 、Einstein 
张 量 等 概念 来 建立 一 个 没有 内 在 矛盾 的 物理 理论 。” 个 别 作者 则 
仍 保留 在 欧 儿 空间 的 框架 内 ,但 采用 非 完整 标 架 的 办 法 。 也 有 从 
下 面 这 样 一 个 现象 得 到 启发 而 试图 在 高 维 空间 解决 问题 的 ， 停 留 
在 二 维 欧 氏 空间 里 ， 考 虑 薄板 关 曲 的 问题 是 不 可 能 的 ， 因 它 竹 曲 
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Ñ23— E= W KF EW BE, Eb, ARNAEZ 
介绍 非 黎 曼 几 何 的 有 关内 容 和 用 非 黎 曼 空 间 描 述 缺 陷 的 方法 。 

从 推广 经 典 理论 入 手 的 第 一 种 方法 也 好 ， 用 非 黎 曼 几何 的 方 
法 也 好 。 都 在 于 处 理 问 题 的 几何 一 一 拓扑 描述 的 方面 。 最 后 仍然 
假设 缺陷 度量 例如 非 协调 度 或 位 错 密度 等 为 已 知 ， 然 后 按 经 典 方 
法 解决 问题 。 

理性 力学 工作 者 试图 将 问题 统一 地 考虑 ， 使 之 构成 一 个 完整 
的 数学 问题 。 从 60 年 代 中 期 起 ，Noll，C. C. Wang 等 人 的 工作 
已 经 显示 ， 一 旦 关于 物质 的 本 构 假 设 建立 起 来 ， 附 于 物质 流 形 的 
本 构 方程 将 完全 确定 了 物质 流 形 的 几何 结构 。 于 是 ， 几 何 结 构 是 
理论 的 自然 结果 ， 而 不 是 作为 理论 的 出 发 点 的 最 初 假设 。 当 然 ， 
为 了 应 用 数学 工具 又 添加 了 光滑 性 等 一 些 局 限 ， 理 论 还 有 待 进 一 
步 完善 和 发 展 。 在 第 十 章 我 们 介绍 一 下 这 样 的 一 个 理论 框架 。 由 
于 整个 讨论 都 是 在 物质 流 形 上 展开 的 ， 在 第 九 章 有 必要 介绍 流 形 
论 的 初步 知识 。 

规范 场 理 论 在 建立 近代 物理 的 基本 粒子 理论 中 获得 了 巨大 的 
成 功 。 位 错 理论 与 广义 相对 论 的 惊人 相似 启发 人 们 用 近代 物理 中 
规范 场 论 的 方法 去 处 理 位 错 和 疝 错 的 问题 。1978、1979 年 国内 外 
相继 发 表 了 位 错 规范 场 理 论 的 结果 ， 到 了 1983 年 第 一 本 关于 位 错 
和 向 错 的 规范 场 理论 的 专著 问世 了 。 缺 陷 的 规范 场 理论 是 近 儿 年 
才 展 开 的 方兴未艾 的 研究 领域 ， 在 最 后 一 章 我 们 简单 介绍 有 关 结 
果 以 期 引起 读者 的 关注 。 
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令 述 简明 清晰 ， 力 求 自 成 系统 ， 可 
供应 用 数学 和 力学 工作 者 和 理工 科 
大 学 师 生 学 习 参 考 。 
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第 一 章 绝对 符号 法 


在 建立 第 一 种 缺陷 理论 时 ， 我 们 将 停留 在 三 维 欧 氏 空间 内 。 
自然 界 的 运动 法 则 以 及 所 出 现 的 几何 量 或 物理 量 是 与 坐标 系 无 关 
的 ， 因 此 任何 物理 法 则 原则 上 必须 用 不 依赖 于 坐标 的 量 来 表达 。 
但 是 处 理 具体 问题 时 ， 又 总 得 引进 一 个 比较 方便 的 坐标 系 。 这样 
一 来 物理 法 则 的 表达 式 中 将 夹杂 了 由 具体 坐标 系 所 招致 的 与 原来 
物理 法 则 完全 无 关 的 东西 。 这 在 理论 研究 中 有 时 会 引起 不 必要 的 
复杂 化 ， 甚 至 遮盖 了 所 反映 的 物理 实质 。 为 了 摆脱 这 种 情况 ， 不 
用 坐标 系 的 抽象 记 法 绝对 符号 法 ) 具有 很 大 的 吸引 力 。 它 简单 
明晰 ， 物 理 图 象 突出 。 只 运用 标量 和 向 量 的 一 些 力学 分 支 广 泛 应 
用 这 种 方法 。 但 是 在 出 现 比 向 量 更 复杂 的 物理 量 的 力学 分 支 里 ， 
单纯 的 抽象 记 法 有 时 显得 并 不 方便 ， 而 既 采 用 坐标 系 又 摆脱 具体 
坐标 系 的 影响 的 张 量 分 量 形式 在 运算 过 程 中 有 时 较为 简单 。 两 者 
的 桥梁 是 并 矢 记 法 。 我 们 将 不 固执 地 局 限于 同一 种 方法 ， 但 结果 
总 是 用 绝对 符号 法 表 出 。 


§1.1 坐标 系 和 求 和 约定 


在 三 维 欧 氏 空间 R° 内 我 们 将 采用 单一 的 笛 氏 《右手 ) 坐标 
系 { 〇 ,xj， 基 向 量 为 et 一 1,2,3)。 任 意向 量 由 可 以 表达 为 这 三 
个 基 向 量 的 线性 组 合 


u=u,0, +U, +u,8,=u,0, (1.1.1) 
这 里 采用 了 Einstein 求 和 约定 ， 凡 重复 一 次 且 仅 一 次 的 下 标 均 
..1 . 


从 1 到 3 求 和 。 重 复 的 指标 叫 哑 指 标 ， 可 以 任意 代 换 。 于 是 
X 一 Xi9i 


表示 一 点 的 位 置 向 量 。 
$1.2 二 阶 张 量 的 定义 


二 阶 张 量 是 一 个 线性 算 子 ， 它 把 三 维 欧 氏 空间 的 任意 一 个 褒 

量变 换 成 同一 个 空间 的 另 一 个 向 量 ， 

P:R R. 

Q@a=b, a,bER’. (1.2.1) 
显然 对 二 阶 张 量 可 以 定义 加 法 和 数 乘 运算 ， 因 此 全 体 二 阶 张 量 构 
成 一 个 九 维 线性 空间 。 

我 们 再 引进 张 量 积 的 概念 。 对 于 任意 两 个 向 量 u 和 v， 我 们 
称 u@v t u fa v 的 张 量 积 ， 它 是 这 样 的 一 个 二 阶 张 量 ， 对 任意 
一 个 向 量 wER*， 由 

(u@v)w= (vw)u (1.2.2) 
给 出 一 个 与 4 共 线 的 向 量 ， 它 表示 对 张 量 积 中 的 第 一 个 向 量 的 放 
大 或 缩小 。 假 设 一 个 二 阶 张 量 对 基 疝 量 e, 的 作用 为 

Pe =P; (1.2.3) 
由 于 9 是 线性 变换 ， 因 此 P 对 任 一 向 量 w=tuu,e, 的 作用 可 表示 
为 


PW=P (W81) =w; (pes) =Pnwses 


=P; (01W) 0s=9pn (e,@e) w, (1.2.4) 
由 w 的 任意 性 我 们 得 到 
P=P1 @e;, G.2.5) 


它 表明 任 一 个 二 阶 张 量 都 可 以 表 成 基 向 量 e, 的 张 量 积 的 线性 组 
合 ， 因 此 ， 基 向 量 的 张 量 积 ef@e，( 九 个 二 阶 张 量 ) 构成 了 由 全 
体 二 阶 张 量 组 成 的 九 维 线性 空间 的 一 组 基 。qsy 是 9 在 这 组 基 上 


. 2. 


的 分 量 。(1.2.5) 式 称 为 二 阶 张 量 的 并 矢 表示 。 单 位 张 量 是 


I=ójje,@e;, (1.2.6) 
它 对 任 一 向 量 u 作 用 得 到 u Kh 
lu=u, (1.2.7) 
《1.2.6) 式 中 
$; i=j 
Zee =Í (1.2.8) 
0, ij 


称 为 Kronecker 符号 。 利 用 并 矢 记 法 我 们 可 以 定义 三 阶 及 更 高 
阶 的 张 量 。 例 如 ， 最 简单 的 三 阶 张 量 是 置换 张 量 〈Eddington 张 


E) 
E= erger, (1.2.9) 
其 中 
eae, ey, e] 


1, 当 让 7 有 是 (1,2,3) 的 偶数 次 置换 
一 1， 当 i,j,k 是 (1,2,3) 的 奇数 次 置换 (1.2.10) 
0， 其 它 情况 
称 为 Ricci 符号 ， 方 括号 表示 三 个 向 量 的 混合 积 。 为 了 今后 运 
用 的 方便 ， 我 们 可 以 引进 广义 Kronecker 符号 


dri essnere 
=[e,,e,,e,][e,,e,,e,], (1.2.11) 

它 有 六 个 下 标 ， 是 一 个 六 阶 张 量 。 由 向 量 代数 我 们 知道 
ae af ag 
be bf bg 
ce cf cg 


Ôir Öis x 


Ó, = | Oss Öja On 
Gar Ôrs Ôr 


[a,b,c][e,f,g]= , (1.2.12) 


所 以 


(1.2.13) 


由 此 我 们 得 到 ety* 和 ó 的 关系 《e-6 EER) 
tiste =Ó — Oedsr, (1.2.14) 


而 且 
“(6 =2Ó,, (1.2.15) 


51.3 张 量 的 简单 代数 运算 


下 面 不 加 证 明 地 列举 几 种 在 下 文 将 用 到 的 张 量 的 代数 运算 
(以 二 阶 张 量 为 例 ) ， 其 结果 仍然 是 张 量 。 
(1) 加 法 
两 个 同型 的 张 量 才能 相 如 ， 其 和 
E+NS Eet 
= (i+ m3) 88e; 


Leegem (1.3.1) 
仍 是 同型 的 张 量 ， 其 中 
=Š +m. (1.3.2) 
(2) 33 


任何 两 个 张 量 的 并 乘 GER) 定义 为 
5Qn= (¿óe Qe) Q (see) 


= (sm )e Qe @e,@e, 
ine @e,@e,@e,=L, (1.3.3) 
或 
isst =Ë na, (1.3.4) 
它 的 阶 等 于 这 两 个 张 量 的 阶 之 和 ， 应 注意 的 是 张 量 的 并 乘 与 次 序 
有 关 。 
(3) AR 


两 个 张 量 并 列 在 一 起 表示 它们 的 点 乘 ， 即 前 一 个 量 的 并 矢 表 
PE x 


示 中 的 最 后 一 个 基 向 量 点 乘 后 一 个 量 的 第 一 个 基 向 量 ， 例 如 
P= (pue @e) (prser@es) 
=b. 0 e Bos 
=o? 0; e ,@e,. (1.3.5) 
(4) 取 迹 运算 
考 抹 去 一 个 二 阶 张 量 并 矢 表示 中 的 @， 就 得 到 该 张 量 的 迹 ， 


trP pu ee /=pu, (1.3.6) 
它 是 一 个 标量 。 
(5) 转 置 
把 二 阶 张 量 的 两 个 吾 向 量 交 换 次 序 将 得 到 一 个 新 的 张 量 ， 叫 
原来 张 量 的 转 置 (GED 张 量 ， 用 “*” 表 示 ， 


P*= (P0 @ep)*=o Ber, (1.3.7) 
(6) RAR 
”: "表示 两 个 二 阶 张 量 的 双 点 乘 ， 有 

Piy Str (Php =a, (1.3.8) 


对 高 于 二 阶 的 张 量 的 相应 运算 见 参考 文献 [ 3 1. 

进一步 我 们 称 张 量 四 是 对 称 的 ， 如 果 p=q**, # 四 是 反对 
称 的 ， 如 果 9*# 一 一 四 ,对 称 张 量 只 有 六 个 独立 分 量 。 而 反对 称 张 量 
W= 了 到 uei@ei 只 有 三 个 独立 分 量 ， 它 等 价 于 一 个 向 量 o=o,s,, 
两 者 的 关系 是 ， 


o= -二 6 w (e=, Wo (1.3.9) 
W=- ¿o Wice). (1.3.10) 
我 们 说 W 和 @ 互 为 对 偶 。 i 


任 一 个 二 阶 张 量 的 对 称 部 分 是 
9 了 (9+99，( pb Outo) .3.1D 


反对 称 部 分 是 


piiloon, 《gf 一 二 (pu 一 pz) ) 0.3.12 


显然 ， 任 意 二 阶 张 量 总 可 以 表 成 它 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 
之 和 ， 
P=P4+ Pe。 (1.3.13) 
各 种 运算 的 结果 仍 为 张 量 的 证 明和 进一步 的 代数 运算 参见 文 
献 [ 3 J 


$1.4 张 量 场 及 其 微分 运算 


如 果 在 空间 某 区 域 的 每 一 点 定义 有 同类 型 的 一 个 张 量 ， 例 如 
， 我 们 就 有 张 量 场 (x) 二 p(x)， 它 是 随 点 而 变化 的 。 为 了 表 
示 它 的 变化 ， 用 其 微分 


de(xO=dxƏ99=Q,,dx;, (1.4.1) 
这 里 “9,” 和“,s” 均 表示 对 x, 的 偏 导数 。 引 进 Hamilton 算 子 
v,e, (1.4.2) 


例如 对 标量 场 f:f9=f ,tes 是 以 f 的 偏 导数 为 分 量 的 向 量 场 ， 于 
是 
dlx) =P, dx =Q, dx=, (8010) dx 
=(9,,@e) (dxses) = (OV dx. (1.4.3) 
我 们 还 可 以 写成 
dP Cx) =dx8,0=dx,(e,e ,)0 Q 
= (dx,e,) (e,@8,9)=dx(V@Q)., 《1.4.4》 
因此 Hamilton 算 子 也 可 以 表示 为 
9 一 60 (1.4.5) 
采用 哪 一 种 形式 ， 取 决 于 Y 从 左边 还 是 从 右边 作用 于 该 张 量 场 。 
T POV AHERE, VOP 称 为 左 梯度 。 它 们 是 比 原 张 量 场 高 


一 阶 的 新 张 量 场 。 我 们 将 用 到 下 面 三 个 不 变性 微分 算 子 一 一 (2 
梯度 ， 散 度 和 旋 度 ， 


gradp ~g QP= IPn., 1.4.6) 
divg gp=3pner, (1.4.7) 
roty Ty x 9 一 Bipyactyrer@es。 (1.4.8) 


ERZAN, divg 是 比 9 降 一 阶 的 张 量 ， 而 rot9 是 息 同 型 的 
张 量 。 应 注意 的 是 在 各 个 算 子 中 9 和 9 的 排列 次 序 是 重要 的 。 例 
如 


PXV=Pis, tést Os, (1.4.9) 
是 和 Vx 不 同 的 张 量 。 我 们 还 将 用 到 散 度 定理 . 

[| draive = pad (1.4.10) 
和 Stokes 定理 

f, dsroty = „dlo, (1.4.11) 


这 里 9 可 为 任意 张 量 ，dS ARATE, d HERRER. £ 
散 度 定理 中 ， 封 闭 曲面 SŠ, iZ Stokes 公式 中 封闭 曲线 


LŽS, ORERE. 
如 果 甲 是 二 阶 张 量 ， 利 用 


divp=y9=P*y, (1.4.12) 

(yxp) *=-9*xy (1.4.13) 
以 及 

V9* 一 9V， (1.4.14) 

(VXP)*=—pxy, (1.4.15) 
于 是 由 

faroe = dso" 0.4.16) 


。7 。 


得 到 


f ovar = 中 was， . (14.17) 

Tü Stokes 公式 变 为 š ` 
= * 

人 asvxw*=$ ato (1.4.18) 

f s= ə54s=$ sat (1.4.19) 
即 

j -9xv)ds= 中 gdl. (1.4.20) 

8 L 


应 该 注意 ， 公 式 (1.4.17 和 (1.4.20) 仅 对 二 阶 张 量 场 成 立 。 
至 此 我 们 结束 对 绝对 符号 法 的 简单 介绍 。 


第 二 章 ”小 变形 理论 的 协调 条 件 


正如 引言 提 及 ， 经 典 理论 假定 每 物体 点 变形 后 在 空间 都 有 唯 
一 确定 的 位 置 ， 即 有 唯一 确定 的 位 移 向 量 
u=, (2.0.1) 
在 今后 几 章 的 讨论 将 局 限 在 小 变形 范围 内 。 此 时 位 移 梯度 ， 
即 畸 变 张 量 
BSu®y, (Bis=u ,3) (2.0.2) 
的 对 称 部 分 是 应 变 张 量 
oLur, (= Einstand). (2.0.3 
若 在 x 点 给 定 一 个 方向 ?， 可 求 6 的 法 分 量 为 
és—nen (2.0.4) 
E Hi2 n y 05 th ie, FEAE, MARERD KRK 
中 的 伸 长 度 都 可 以 知道 了 。 这 一 点 所 有 方向 的 伸 长 度 的 总 和 构成 
该 点 的 应 变 状态 。 


崎 变 张 量 8 的 反对 称 部 分 是 转动 张 量 
wii ugr-ygu, (a= 4 Cissus) 
(2.0.5) 
它 的 对 偶 
ott ew=1aq@o 
=Tvxu= rotu (2.0.6) 


e9. 


称 为 转动 向 量 。 它 的 几何 意义 代表 转动 。 于 是 

B=e+W, (2.0.7) 
这 表明 畸变 可 分 解 为 变形 和 转动 两 部 分 。 对 小 变形 ， 分 解 与 次 序 
无 关 。 

在 给 定位 移 场 u(x) 之 后 ， 上 面 各 量 《 场 ) 可 以 用 (2.0.2~6) 
计算 出 来 . 反 过 来 的 问题 是 ， 如 果 把 (2.0.2)，(2.0.3) 或 (2.0.5) 
CHD(2.0.6)) 作为 包含 未 知 位 移 场 的 方程 ， 它 们 的 左 端 B(x)， 
eGx) 和 W(x) 《或 等 价 地 @(x)》 需 满足 什么 条 件 这 些 方程 的 解 才 
存在 ? 解 是 否 唯 一 ? 这 个 解 是 否 就 是 问题 的 位 移 场 ? 这 些 条 件 就 

是 各 种 类 型 的 “协调 条 件 ”。 


82.1 描述 协调 条 件 的 几 个 定理 


下 面 我 们 将 以 定理 的 形式 对 单 连通 物体 给 出 协调 条 件 。 单 连 
通体 是 指 体内 任意 闭 回 路 均 可 不 离开 物体 地 收缩 为 一 点 的 物 体 。 
这 一 小 节 的 讨论 仅 局 限于 这 样 的 单 连 通 物体 。 

定理 2.1 给 定 的 畸变 场 B(x) 确 定位 移 场 u(x) (准确 到 任意 
VANE mux.) ARRETA E CHEA 

fxy=0. (2.1.1) 

证 明 URH, RAE UDE (2.0.2 RA, M (2.0.2) 的 
右 旋 度 给 出 (2.1.1)。 因 为 uQVxV=0， (ep re= Eteris, s+ = 
~ Grats pep. Be; a =0), ` 

充分 性 ， 条 件 (2.1. 1) 通 过 Stokes 定 理 

-| (Bxv)d$= 中 gax=o (2.1.2) 
使 得 下 公式 


wx) =u + Bda 《2.1.3) 


。10 。 


中 的 积分 与 路 径 无 关 ， 因 而 (2.1.3) 唯 一 确定 一 个 以 u 为 精确 度 
的 向 量 场 u(x)。 求 (2.1.3) 的 右 梯 度 可 知 这 个 向 量 场 满足 (2.0.2)， 
因而 就 是 所 求 的 位 移 场 。 证 毕 。 
定理 2.2 给 定 的 应 变 场 e(x) 确 定位 移 场 uC(x)? 准 确 到 任意 整 
体 刚性 运动 一 一 平移 由 三 u(x*) 和 转动 W° == W (x°) 的 充 要 条 件 是 
在 每 物体 点 
yxexy=0. (2.1.4) 
证 明 条 件 (2.1.4) 的 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 (2.0.3) 的 左右 
旋 度 
Vx(CuQV) xV +ç x (g@u) xy=0。 (2.1.5) 
充分 性 一 般 是 采用 Casaro 积分 作 构 造 性 证 明 。 为 此， 利用 
《2.0.4) 及 分 部 积分 ，(2.1.3) 的 积分 可 表 成 


人 a= (e+W)dx” 


=Wx—Woxe+ ,etx’ (WO ldx’, (2.1.0) 
因为 


Wim tu, us) 
Í 1 
= g (Hesses, e) + Ut 1) 


一 去 Guos+my0， siunt 


= Ehi, kris 
=i jmé mrs ar, = lnmarOaery 
我 们 有 
W@v=—¿ xe, (2.1.7) 
利用 这 个 结果 及 


. 11 。 


cow-wox=[ (Wewa |x 


=-f x(W@vdx, (2.1.8) 
$ 
《2.1.6) 变 为 


f Bax' 一 Wecx 一 xz 十 | [e+ x’ =x) (WO@V) Idx’ 
x. $: 


X 
一 Wo(x 一 xo) 十 f [e 一 (x/ 一 x) (y xe) ldx’ 


i 
一 Wo(x 一 x2) + 人 [e+(x'—x)x (g xe)]dx”. ` 
x 


(2.1.9) 

应 该 注意 式 中 x“ 是 积分 变量 。 最 后 一 积分 与 路 径 无 关 的 充分 条 件 
是 

[e+(x—x’)x (yxe)]xy=0, 
52 asua 

jÍea,s+[éea aX —xy)eaes9,e,,1, Pes | =0, (2.1.11) 
这 里 “,,” 是 对 积分 变量 x; 求 导 ， 式 中 只 有 x! 和 e, BZAR, k 
式 又 可 变 为 


[ein 十 cfkaGykxeersgresas 十 cite(X% — Xi) arsCenrry énys= 0, 


(2.1.10) 


(2.1.12) 
由 于 


etizecdrsGyzgeva 一 (56 一 6:s6)8esn 
一 0iern 一 9ein， (2.1.13) 
ER Hen AFP, n 是 对 称 的 ， 而 en2s AFN p 是 反对 称 的 ， 
《2.1.13) 的 第 一 项 乘 上 enyy 并 求 和 后 等 于 和 零 , 而 第 二 项 与 
《2.1.12) 的 第 一 项 相互 抵消 。 于 是 (2.1.12) 变 成 


Etke(X — Xt) Ears rC ss, Ears = 0% (2.1.14) 


. 12» 


A AURS 


写成 绝对 形式 有 
(x'—x)x (g xexg)=0. (2.1.15) 
由 于 (2.1.14)， 这 个 条 件 是 满足 的 。 因 此 下 公式 


X 
u(x) =u? (x) +W°(x—x°) + 人 [e+ (x’—x) x (y x e) ]dx” 


(2.1.16) 
HAE — BJ Etigu(x), Ea u° +W°(x—x°) 322889 E 
意 整 体 刚性 运动 。 我 们 下 面 再 证 明 该 向 量 场 就 是 满 足 (2.0.3) 式 
的 向 量 场 。 利 用 
du(x)=dx(V@u) 


dxWe-+1i 1{ x+sdx ; d 
=—dx ting j. [e+ (x —x—sdx) 


x (g xe) ldx’ 


-f [e+ (x —x)x (gx oJdx’} 
区 


=dx[-W°+e+ f, Vxedx’], 《2.1.17) 
由 dx 的 任意 性 得 到 I 
I v@u=—we+e+ f. Vxedx’。 (2.1.18) 
转 置 有 
u@v=W°+e—¿[ ,vxedx’. (2.1.19) 


将 上 两 式 相 加 并 除 以 2 得 到 (2.0.3) 式 ， 就 是 说 由 (2.1.16) 确 定 
的 向 量 场 确实 满足 方程 (2.0.3)。 证 毕 。 
(2.1.4) 式 一 般 称 为 圣 维 南 协调 条 件 , 它 只 有 六 个 独立 形式 ， 
Bp 
Ear@ras p46224= 0, (2.1.20) 
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为 了 弄 清 给 定 的 转动 场 W(x) 能 够 确定 u(x) 到 什么 程度 ， 我 
们 将 给 出 定理 2.3。 但是， 为 了 证 明定 理 2.3 的 充分 性 ， 先 证 明 
引 理 ”给 定向 量 场 


f(x) =f; (2.1.21) 
满足 

Vf=0, (fac=0) (2.1.22) 
则 方程 

Vxv=f (2.1.23) 


的 解 存 在 ， 但 可 差 一 个 有 势 向 量 场 9 四 ， 其 中 势 函 数 咱 (x) 可 为 任 
意 。 
证 明 ”我 们 知道 ， 线 性 方程 组 


dx, _ dx, _ dx 


: : I (2.1.24) 
有 两 个 线性 无 关 的 解 《〈 第 一 积分 ) 
v'=Œv' (x), o'=su*(x), (2.1.25) 


对 于 两 个 确定 的 积分 常数 V0! 和 w*， 解 (2,1,25) 代 表 两 个 曲面 ， 它 
们 的 交 线 的 切 向 量 dx 平行 于 和 

fy dx. (2.1.26) 
对 (2.1.25) 微 分 得 

0=du'=o1dxi, 

0=dot=u1,dxi, ) 
如 果 我 们 记 dx4/f1==dx;/fs==dxs/fs==a《x)， 这 里 比例 常数 alx) 
在 各 点 可 以 是 不 一 样 的 。 以 dxs==a《x)f 代 入 (2.1,27) 得 到 


(2.1.27) 


CCx)fro5 一 0。 (2.1.28) 
由 于 a(x) 起 0， 于 是 有 

fi 一 0。 (2.1.29) 
同样 有 

fiv3:=0。 (2.1.30) 
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所 以 (2.1.25) 同 时 又 是 偏 微 分 方 种 
fiF ,=0 
的 解 。 曲 面 (2.1.25) 的 法 方向 都 与 f 正 交 ， 即 ， 
Vv' 和 Vv* 上 Lf。 因此 f 可 表 成 
f=A(y0') x (go), 
其 中 4=4(x)。 上 式 写 成 分 量 形式 是 
fi=hesravirvis, 
条 件 (2.1.22) 变 成 
0 一 Fe 一 (Meirsojrojs) ,+ 
=, Ae, (0⁄9. HUSU) 
hirs, ViVi 
Bp 
[vo'!, yu, v4]=0, 
如 果 人 为 地 引进 一 族 曲 面 


Vs 一 03(X)， 


(2.1.31) 


(2.1.32) 


(2.1.33) 


(2.1.34) 


(2.1.35) 


(2.1.36) 


使 (2"，z，zo9) 构 成 空间 的 一 个 曲线 坐标 系 ， 则 在 这 个 坐标 系 里 


Hamilton 算 子 表达 为 


8 8” r 8 8 
Voray “rx, Bor =V 


于 是 


oa 
ðu ° 


V4 一 go 
把 上 式 代入 (2.1.35)， 
[wo yot, AI= [vo vot, 00" 92] 


94 
-[w w, va Ak 


-fh iv, v, Yo]1=0, 


(2.1.37) 


(2.1.38) 


(2.1.39) 


+ j5 。 


因为 式 中 的 混合 积 便 不 为 零 ， 故 9Mau* 一 0， 这 表明 4 与 ER, 
即 


4 一 1(ol，o)。 (2.1.40) 
令 $G, pa 
则 v= -2% É wu T 中 wm (2.1.41) 


É LANI AC2.1.32), 3FiBut= 0; 
f=(w— s: Go 


= (YÉ) x (YY). (2.1.42) 
结论 是 ， 任 何 足 够 光滑 的 无 源 向 量 场 f 可 表 成 两 个 标量 场 的 梯度 
的 向 量 积 。 容 易 验 证 v=$yy 就 是 方程 (2,1,23) 的 一 个 特 解 ， 因 
为 


u=, (2.1.43) 
Cipa, Va ciesa Chre) 

etrap, rh, ot tngp, pe 

=f.. (2.1.44) 


而 我 们 知道 与 (2.1.28) 对 应 的 齐 次 方程 yxXv=0 的 道 解 为 yD， 因 
此 方程 (2.1.23) 的 解 为 
v=¢ģġVý+VvĒ, (2.1.45) 
其 中 四 (x) 可 为 任意 函数 。 证 毕 。 
由 此 我 们 得 到 
定理 2.3 ”给 定 的 转动 场 @(x) 确 定位 移 场 u(x) 《准确 到 任意 
APARADO) 的 充 要 条 件 是 
yo=0. (2.1.46) 
证 明 由 (2.0.6) 必 要 性 是 显然 的 。 上 述 引 理 给 出 充分 性 证 
1, 


. Í 。 


NO KUHA 


— We 


Br 


kad 


可 以 看 到 ， 单 独 的 无 源 转动 场 几乎 不 能 确定 位 移 场 〈 还 可 以 
差 任意 有 势 向 量 场 ) 。 条 件 (2.1.1)，(2.1.4) 和 (2.1.46) 都 称 为 
协调 条 件 。 前 两 者 是 充 要 的 ， 而 后 者 只 是 必要 的 。 为 了 今后 的 需 
要 ， 我 们 将 它们 改写 一 下 . 为 此 ， 将 (1.3.10)，(2.0.5) 代 入 
《2.1.1) 得 


(e— é) x g=0 (2 1.47) 
或 

exVy 一 (Vo)I+VQo=0。 (2.1.48) 
由 于 (2.1.46)， 上 式 变 为 

exv+v@o=0, (2.1.49) 
或 转 置 得 到 

Vxe—o@ry=0. (2.1.50) 


《2.1.49) 或 (2,1.50) 加 上 (2.1.46) 是 和 (2.1.1) 等 价 的 。 求 
《2 .1.49) 的 旋 度 又 可 得 到 (2.1.4)。 

转动 场 9(X) 一 般 随 x 而 变 ， 为 了 今后 需要 ， 引 进 一 个 二 阶 张 
量 场 


= 二 oQy， (2.1.51) 
KÄSKE. HEX. BASE 

Zxv=0. (2.1.52) 
将 (2.1.51) 代 入 (2.1.50)， 又 有 

==yxe, (2.1.53) 
或 

E*=—exy. (2.1.54) 
取 (2.1.54) 的 迹 又 有 

tr==0, (2.1.55) 


即 如 果 三 是 由 @ 通 过 (2.1.51) 定 义 的 ， 则 (2.1.52)，(2.1.53) 和 
(2.1.54) 是 = 必须 满足 的 必要 条 件 ， 分 别称 为 = 的 第 一 、 二 、 三 
协调 条 件 。(2.1.52) 加 上 (2.1.53) 等 价 于 (2.1.4)，(2.1.51) 加 
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上 (2.1.53) 等 价 于 (2 1 1); 而 (2.1.55) 加 上 定义 (2.1.51) 又 等 
价 于 (2.1.46)。 

下 面 我 们 讨论 给 定 = 或 多 给 一 些 条 件 能 够 确定 位 移 场 或 转动 
场 到 什么 程度 我们 有 

定理 2.4 AERUS 扭 场 ECx) 确 定 转动 场 @(x) 《准确 到 任 
意 整体 刚性 转动 @" 一 @(x)) 的 充 要 条 件 是 (2.1.52)。 

证 明 同 定理 2.1。 由 此 给 出 的 转动 场 可 表 为 


x 
ow=o+ f ,3dx. (2.1.56) 
x 


最 后 ， 我 们 给 出 

定理 2.5 给 定 的 弯 扭 场 (x) 和 应 变 场 e(x) 确 定位 移 场 ( 准 
确 到 任意 整体 刚性 运动 一 一 平移 y* 和 转动 @") 的 充 要 条 件 是 在 每 
物体 点 满足 = 的 三 个 协调 条 件 。 

证 明 必要 性 是 显然 的 。 充 分 性 的 证 明 类 似 定理 2,2, 积 分 


和》 X 
j pdx’=| (e— é@)dx’ 
E 人 
X 
=Í (edx’ +@xdx’) 
s 


X 
=f , {edx’ ~—d[@x (x—x”)]— (x— x’) x do} 


x 
=0°x aof [e+ (x =x) x Z)dx” 
E 
(2.1.57) 
与 路 径 无 关 的 充分 条 件 是 
0=[e+(x’—x)x=]xy=exy+2* 
—(trZ)l+ (x —x) x (Sx v), (2.1.58) 


而 = 的 三 个 协调 条 件 保 证 了 (2.1.58) 的 满足 。 因 此 
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3 GEJA 


uo =u orx (x—x9+[| [e+(x’—x) xE]dx’, 
《2.1,59) 
证 明 的 其 余部 分 和 定理 2.2 类 似 。 证 毕 。 


§2,2 Weingarten 定 理 


在 上 面 五 个 定理 中 出 现 关于 B，e，@ 和 = 四 个 量 的 六 个 协调 
条 件 ， 各 个 协调 条 件 是 相应 的 线 积分 在 单 连通 体内 与 路 径 无 关 的 
充分 条 件 .证 明 的 办 法 是 将 闭 回 路 的 线 积分 通过 Stokes 公式 变换 
为 面积 分 。 对 单 连通 体 ， 总 可 以 在 物体 内 找到 各 种 各 样 的 曲面 张 
在 这 个 回路 上 ， 面 积分 被 积 函 数 在 曲面 上 各 点 等 于 零 就 是 协调 条 
H. 

多 连通 体内 并 不 是 所 有 闭 回 路 都 可 以 收缩 为 一 点 的 。 例 如 打 
通 洞 的 物体 、 内 部 有 空心 圆 环 的 物体 均 为 多 连通 的 。 但 是 我 们 可 
以 将 W- 连 通体 适当 地 切割 Y 一 1 次 变 成 单 连通 的 。 如 果 多 连通 体 
的 线 积 分 上 下 限 分 别 取 在 切面 的 两 边 〈 应 注意 的 是 切割 前 是 同一 
个 点 ， 例 如 x"， 使 这 线 积分 实际 上 是 一 个 闭 回路 积分 ) ， 这 个 线 
积分 的 值 可 能 ( 估 且 假设 ) 不 为 零 。 这 个 差 值 ， 例 如 对 (2.1.56》 
和 (2.1.57) 就 记 为 


[ol= 中 。 =dx’, (2.2.1) 
[ul= ,Let (x — xE]. (2.2.2) 


如 果 再 任 取 一 点 x' 及 相应 的 闭 回路 C1， 并 且 在 切面 两 边 用 相同 的 
曲线 分 别 连 接 x" 和 x' 点 ， 我 们 就 在 切割 成 为 单 连通 的 物体 内 得 到 
一 个 闭 回路 ( 沿 C? 积 分 的 方向 与 C" 相 反 ) ， 协 调 条 件 就 相当 于 


$, +Ë +$, +f = (2.2.3) 
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从 而 我 们 有 


中 =- 中， CERY 
这 时 沿 C* 和 C: 积 分 方向 相同 。 像 C* 和 C: 那 天 在 体内 可 以 相互 变形 
为 对 方 的 闭 回路 称 为 等 价 闭 回 路 。 上 面 的 结论 就 表达 为 
Weingarten 定理。 对 多 连通 体内 的 等 价 闭 回路 C， 下 述 积分 
是 党 量 


[o]= 中 ,=dx/， (2.2.5) 


[w= [e+ axx Eld, (2.2.6) 


其 中 x* 是 C 上 的 一 个 任意 点 。 

变形 为 协调 的 多 连通 体 在 假想 切面 的 两 边 的 位 移 和 转动 应 相 
等 ， 因 为 实际 上 是 同一 个 点 的 位 移 和 转动 。 因 此 ， 多 连通 体 变形 
协调 ， 除 了 上 述 各 种 协调 条 件 外 ， 还 应 满足 所 谓 “ 周 期 性 条 件 

[e]=[u]=0. (2.2.7) 

周期 性 条 件 《2,2.7) 共 及 一 1 对 。 以 后 我 们 的 讨论 仍 只 局 限于 单 
连通 体 。 

如 果 记 
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o= Ü =ax, 《2.2.8) 


b= 中 .e+xxs)dxs 《2.2.9) 
则 有 

[@]=Q, (2.2.10 

[uj=b—x’x Q=b+9 x x". (2.2.11) 
它们 的 意义 将 在 后 面 讨论 。 
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第 三 章 “从 协调 理论 到 一 般 
缺陷 理论 的 过 渡 


前 一 章 我 们 讨论 了 小 变形 连续 统 理论 的 各 种 协调 条 件 。 它 们 
大 多 是 有 关 的 变形 量 的 齐 次 方程 , 如 (2.1,1)，(2.1.4) 和 
(2.1.52); 


Bxv=0, (3.0.1) 
yxexy=0, (3.0.2) 
Zxvg=0. (3.0.3) 


对 保证 变形 的 协调 ， 上 述 各 条 件 的 满足 是 必要 的 。 如 果 其 中 的 某 
些 条件 不 满足 ， 即 相应 的 变形 量 代 入 式 子 的 左边 之 后 不 恒 为 零 ， 
就 出 现 某 种 程度 的 非 协调 现象 。 在 这 一 章 里 我 们 将 不 深究 缺陷 的 
几何 机 制 ， 而 只 是 笼统 地 从 “ 非 协 调 现象 是 由 塑性 变形 引起 的 ” 
这 个 概念 出 发 ， 讨 论 在 物体 内 某 些 区 域 连续 分 布 的 由 (3.0.1D) 一 
(3.0.3) 等 式 的 左边 不 为 零 部 分 描述 的 非 协调 现象 。 由 于 所 采用 
的 描述 非 协调 现象 的 量 的 不 同 ， 得 到 各 种 层次 的 非 协调 理论 一 一 
缺陷 理论 。 同 时 我 们 将 假设 变形 由 弹性 部 分 和 塑性 部 分 组 成 ， 后 
者 将 记 以 “P”" 上 标 ， 总 变形 ( 记 以 “7T” 上 标 ) 仍然 是 协调 的 。 于 
是 


Br=B+ Br, (3.0.4) 
67 一 6 十 eP， (3.0.5) 
Wz7=W+Wz，(oz 一 oO 二 oz)， (3.0.6) 
zr=z=+z',. (3.0.7) 


无 上 标的 均 指 弹性 部 分 。 
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$31 内 应 力 理论 


该 理论 的 基本 出 发 点 是 ， 塑 性 应 变 e? 是 不 协调 的 ， 即 在 
《3.0.2) 左 端 以 e? 代入 之 后 不 恒 为 零 。 张 量 
NE —yxe’ xy (3.1.1) 
代表 该 塑性 应 变 偏离 协调 的 程度 ， 称 为 非 协 调度 K 量 。 给 定 e" 
意味 着 给 定 。 由 定义 (3.1.1) 得 到 非 协调 度 张 量 的 连续 性 方程 
ny=0, (3.1.2) 
它 说 明 在 内 应 力 理论 里 ， 非 协调 性 是 无 源 的 ， 即 不 能 开始 或 终结 
于 塑性 区 域内 。 在 给 定 1 的 情况 下 ， 由 于 e” 总 是 协调 的 ， 即 满足 
《3.0.2)， 于 是 得 到 所 谓 基 本 几何 法 则 
VxexVy=m。 (3.1.3) 
这 意味 着 ， 塑 性 应 变 导 致 弹性 应 变 也 是 非 协调 的 ;在 含有 由 塑性 
应 变 引 起 的 缺陷 的 物体 内 ， 弹 性 应 变 部 分 保证 了 整体 变形 的 协调 
性 。 在 这 一 理论 中 ， 由 于 (3.1.1)， 塑 性 位 移 ur? 是 不 可 积 的 ， 根 
本 不 存在 塑性 位 移 的 概念 。 是 否 存在 塑性 转动 0 的 问题 并 未 被 涉 
k. 
线性 内 应 力 连续 统 静 力学 问题 在 于 解 平 衡 方程 、 应 力 应 变 关 
系 和 基本 几何 法 则 。 许 多 学 者 如 Eshelby, Kröner, de Wit 等 
研究 了 这 问题 的 解法 。 他 们 假定 时 不 引起 应 力 ， 即 应 力 c 纯粹 
由 弹性 应 变 e 引起 的 。 于 是 我 们 有 广义 虎 克 定律 


go=E:e=E: (67 一 ez) 。 (3.1.4) 
考虑 到 

er=+Qr@v+v@u5, (3.1.5) 
以 及 弹性 张 量 《四 阶 ) E 的 对 称 性 ， 又 有 

g=E:u?@v—E:e”, (3.1.6) 
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把 上 式 代 入 平衡 方程 〈f 是 体力 ) ， 


ov+f=0 (3.1.7) 
我 们 得 到 只 包含 未 知 总 位 移 u” 的 偏 微 分 方程 
(E:u Qy) y +f=(E:e°)y. (3.1.8) 


方程 右 端 是 由 给 定 的 塑性 应 变 确定 的 已 知 项 ， 可 以 并 入 已 知 的 体 
力 项 。 于 是 问题 的 求解 就 变 成 一 般 的 弹性 力学 问题 了 .解法 是 众 
多 的 ， 例 如 可 用 Green 张 量 函数 法 ， 这 里 就 不 去 涉及 它们 了 ，。 

但 是 ， 这 个 最 简单 的 非 协 调理 论 假定 塑性 应 变 应 为 已 知 ， 又 
假定 它 不 直接 引起 应 力 。 这 种 假设 的 根据 并 不 充分 ,塑性 应 变 从 
何 而 知 ? 因此， 很 难说 它 已 构成 一 个 完整 的 数学 理论 。 下 面 说 到 
的 另 两 种 缺陷 理论 也 同样 有 这 方面 的 问题 。 


83.2 位 错 理 论 


如 果 塑 性 应 变 e” 和 塑性 转动 W? 是 同时 给 定 的 ， 亦 即 塑 性 畸 
变 
8 一 ez 十 W2? (3.2.1) 
是 给 定 的 ， 这 种 缺陷 称 为 位 错 。 把 塑性 畸变 B? 代 入 (3.0.1) 的 左 
边 不 恒 为 零 ， 由 此 得 到 位 错 密度 张 量 
a=—B?xy, (3.2.2) 
它 表 示 塑 性 畸变 引起 的 非 协调 的 程度 。 给 定 塑 性 畸变 意味 着 给 定 
位 错 密度 的 分 布 。 由 
yxa=—yxexy—-yxW’" xy, 
(yxa)*=—yxexy+yxW xy, 
我 们 得 到 a 和 单纯 由 e? 所 确定 的 非 协调 度 张 量 1 的 关系 
n=(y x0), (3.2.3) 
上 标 “S "表示 该 张 量 的 对 称 部 分 。 于 是 ， 给 定 gz 就 得 到 a， 进 而 
得 到 71。 由 定义 (3.1.1) 可 以 求 得 位 错 密度 张 量 应 恒 满 足 的 连续 性 
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方程 
ay 一 0， (3.2.4) 
它 表 明 位 错 也 是 无 源 的 ， 也 不 能 起 始 或 终结 于 塑性 区 域内 。 根 据 
总 畸变 p 是 协调 的 假设 ， 由 (3.0.1)，(3.0.4) 和 (3.2.1) 给 出 基 
本 几何 法 则 . 
Bx v =o. (3.2.5) 
或 者 根据 (2.1.48) 得 

exy 一 (Vo)iI+VQo=a. ` (3.2.6) 
上 两 式 表明 位 错 引 起 非 协 调 的 弹性 畸变 一 一 非 协 调 的 弹性 应 变 和 
弹性 转动 。 : 

于 是 可 以 半 似 内 应 力 理论 那样 假定 ez 不 引起 应 力 ，__ 样 地 讨 
论 应 力 应 变 关系 ,并 最 后 得 到 包含 未 知 总 位 移 uT 的 偏 微分 方程 ， 
这 里 就 不 再 重复 了 。 

有 些 作者 〈 首 先是 Nye) 从 协调 条 件 (2.1 .50) 出 发 引进 一 个 
等 价 于 位 错 密度 的 Nye 张 量 〈 也 有 人 称 为 曲率 张 量 ， 为 了 不 和 微 
分 几何 中 的 曲率 张 量 相 混 ， 我们 将 不 采用 这 个 名 称 ) ， 

K=- xe +0"Qy. (3.2.7) 
它 同 样 刻 划 位 错 引起 的 塑性 非 协调 度 。 显 然 ， 由 
Kxy=-yxe xy +0" QyXxy 


=—vxe"xv=n, (3.2.8) 
我 们 看 到 Nye 张 量 和 非 协 调度 张 量 1 的 关系 ,类 似 于 (2.1.48) 位 错 
密度 张 量 又 可 写成 
a 一 一 ep xy + (yoly. (3.2:9) 
利用 
Kx 一 ez x v +V @e”, (3.2.10) 
trK=o”v, (8.2.11) 
a*=Ņ xe’ + (yo) l-0 xv, (3.2.12) 
m 
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tra 一 207V， (3.2.13) 


我 们 得 到 位 错 密度 张 量 & 和 Ney 张 量 K 的 关系 
a= (trK)I—K*, (3.2.14) 


K=} (trol—a*, (3.2.15) 


根据 总 应 变 e7 和 转动 @? 是 协调 的 假设 ， 我 们 得 到 由 K 表示 的 基本 
几何 法 则 

vxe—o@v=K. (3.2.16) 
在 内 应 力 理论 中 ，@? 的 存 在 与 否 是 不 清楚 的 ， 更 谈 不 上 其 梯度 
一 一 望 性 次 扭 张 量 了 。 与 此 不 同 ， 位 错 理论 的 塑性 转动 @? 是 给 定 ， 
的 ， 从 而 作为 已 知 场 oz 的 梯度 一 一 塑性 弯 扭 张 量 =? 也 是 已 知 
的 ， 


F =0' Qy. (3.2.17) 
由 于 总 变形 的 协调 性 ， 弹 性 弯 扭 张 量 也 是 存在 的 
ZI=08y. (3.2.18) 


我 们 可 以 发 现 ， 位 错 理论 的 各 公式 中 出 现 的 不 是 o 本 身 ， 而 是 
它 的 梯度 一 一 弯 扭 张 量 及 由 梯度 派生 的 散 度 。 因 此 ， 各 公式 可 以 . 
FH MAE RK: 


a 一 一 6 xy+ (trZ?”)|—Z?*, (3.2.19) 
tra 一 2trEr， (3.2.20) 
K=—v xe" +z, (3.2.21) 
trK=trz”, (3.2.22)- 
基本 几何 法 则 也 有 类 似 情况 
a exvg—(trZ)l+Z*=ua, (3.2.23) 
Vxe—==K. (3.2.24) 


这 样 ， 我 们 可 以 换 一 种 说 法 ， 在 位 错 理论 里 ， 给 定 的 是 塑性 应 变 
eTR IHW MESMER, 
Z'xg=0. (3.2.25) 
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从 这 一 观点 看 ， 再 离开 协调 性 更 远 一 步 ， 假 定 连 塑性 弯 扭 也 是 不 
协调 的 ， 我 们 就 得 到 一 个 更 一 般 的 理论 。 


§3.3 一 般 缺 陷 理 论 〈 疝 错 理论 ) 


在 塑性 和 非 协调 性 总 是 相伴 而 生 的 理解 下 ， 如 果 塑 性 应 变 ez 

和 塑性 弯 扭 ZP 是 同时 给 定 的 ， 我 们 就 有 位 错 和 向 错 同 时 出 现 的 
一 般 缺 陷 。 这 里 的 出 发 点 是 塑性 应 变 e” 和 塑性 弯 扭 =? 都 是 不 协 
调 的 ， 即 代入 (3.0.2) 和 (3.0.3) 的 左 端 将 不 恒 等 于 零 。 类 似 于 位 
错 密度 张 量 ， 根 据 (3 .2.25) 我 们 定义 向 错 密度 张 量 

6 一 一 = xV。 (3.3.1) 
当 6 一 0 时 ， 缺 陷 退 化 为 纯 位 错 。 因 此 ，6 是 一 个 刻 划 偏离 纯 位 错 
程度 的 缺陷 度量 。 塑 性 弯 扭 的 不 协调 是 向 错 的 根源 , 由 定义 
《3.3.1) 得 到 向 错 密度 应 但 满 足 的 连续 性 条 件 

0v=0, ' (3.3.2) 
RDPJtB ib 353800, bits si FB EDOR D. MAREA 
一 般 缺陷 理论 所 给 定 的 是 相同 的 两 个 塑性 变形 量 ， 差 别 在 于 后 者 
攀 =? 是 不 可 积 的 《从 而 不 存在 oz) 。 纯 位 错 是 一 种 特殊 的 缺陷 ， 
而 一 般 的 缺陷 总 是 包含 位 错 成 份 的 ， 可 以 只 有 纯 位 错 ， 但 是 不 存 
在 单纯 的 向 错 。 大 多 数 作者 习惯 于 称 一 般 缺 陷 理 论 为 向 错 理论 ， 
这 应 理解 为 只 是 一 种 约定 的 说 法 。 由 于 =? 已 不 可 积 了 ， 即 一 般 
地 不 存在 对 应 的 转动 场 a9?， 位 错 理 论 中 的 位 错 密度 和 Nye 张 最 的 
EXA (3.2.2) 和 (3.2.7) 在 一 般 缺 陷 理论 中 已 不 合用 , 但 由 =? 
表达 的 各 公式 (3.2.19) 一 (3.2.24) 仍 然 成 立 ， 其 中 (3.2.19) 和 
《3.2.21) 可 看 作 是 & 和 K 在 一 般 缺 陷 理 论 中 的 定义 式 。 在 =? 为 
可 积 时 ， 它 们 退化 为 (3.2.2) 和 (3.2.7)。 

为 今后 需要 ， 我 们 引入 9 的 反对 称 部 分 94 的 对 偶 ， 
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a_l ¿a= l gozle 
0=-5 6:0 2 6:0 zé (2° xy), (3.3.3) 


e@=vz="—(trZP)V. (3.3.4) 
求 (3.2.19) 的 旋 度 
y xa=—y xe xy éy (trI?) 一 X 三?#， (3.3.5) 
(yxa) *=—y xe xy + éy (trI) +Z Xy, (3.3.6) 
并 利用 (3.2.21) ， 得 到 
1 一 (xx 十 6) 一 人 xy 十 9。 (3.3.7) 


这 就 是 在 一 般 缺 陷 的 情形 位 错 和 向 错 对 非 协调 度 的 贡献 。 
《3 .2.19) 的 右 散 度 又 给 出 

Qay= (tr27)y—=r*y, (3.3.8) 
利用 (3， 3.4) 又 有 

ag+20=0. (3.3.9) 
这 个 a 的 连续 性 条 件 说 明 、 在 一 般 缺 陷 情 形 ， 位 错 是 有 源 的 。 这 
个 源 是 向 错 的 反对 称 部 分 。 位 错 在 塑性 区 域内 可 以 起 始 或 终结 于 
具有 反对 称 部 分 的 向 错 上 。 换 言 之， 向 错 密度 为 非 对 称 的 向 错 必 
然 发 出 位 错 线 。 将 (3.2:14) 代 入 上 式 ， 又 得 


- (trK)9 一 WK 十 29 一 0， 《3 .3 .10) 
根据 总 弯 所 张 量 是 协调 的 ， 从 (3.3. D 6821063 2 Judie 
. v=o. (3.3,11) 


a 和 K 的 基本 几何 法 则 (3:2.:23) 和 (3.2.24) 仍 然 有 效 。 Tk, 同样 
可 类似 于 内 应 力 现 论 屠 样 洒 过 旦 此 方程 计生 区 时 得 基本 
何 法 则 求解 。- 

在 这 一 间 里 我 们 所 得 到 的 三 个 缺 孙 理论 是 从 经 典 线性 连续 统 
理论 逐步 离开 协调 性 和 相应 地 引进 连续 分 布 缺陷 而 得 到 的 逐步 一 
般 化 的 理论 。 我 们 并 没有 讨论 这 些 缺 陷 的 机 制 以 及 几乎 在 所 有 位 
错 问 题 的 文献 里 均 出 现 的 . Burgers :向 量 和 Frank 向 量 。 

在 一 般 缺 陷 的 情形 ， 对 于 弹性 应 变 e 和 弯 扭 a， 公 式 (2.2.8) 
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和 (2.2.9) 所 定义 的 两 个 向 量 称 为 Frank 向 量 和 Burgers 向 重 ， 
9= sax, (3.3.12) 
b= 中 e+xxs)dax (3.3.13) 


前 者 仅 在 向 错 理论 中 出 现 ， 后 者 则 出 现在 位 错 理论 中 . 应 用 
Stokes 公 式 以 及 (3.3.11) 得 到 


o=—| .sxvds= 一 | ods, (8.3.14) 


它 表 明 Frank 向 量 是 由 8 描述 的 。 粗 糙 地 说 ， 是 通过 该 曲面 的 6 向 
错 线 的 总 和 。 同 样 地 , 
b= 一 .e+xxE=) xyas 


= 一 | (exv—Grml+s*+xx(z xy)]dsS 


= -|+ xx 0)dS, (8.3.15) 
当 9=0 即 退化 为 位 错 理论 时 
b=—| adS。 (3.3.16) 
8 


此 时 , .Burgers 向 量 也 表示 通过 该 曲面 的 位 错 线 的 总 积 ,这 两 个 向 
量 的 物理 意义 将 在 后 面 的 孤立 缺陷 理论 中 进一步 讨论 。 


§3.4 A F 


为 了 形象 地 说 明 在 本 章 引进 的 塑性 畸变 、 非 协调 度 张 量 、 位 
错 密度 张 量 、 塑 性 弯 扭 张 量 、Nye 张 量 和 向 错 密度 张 量 的 含义 ， 
我 们 在 这 一 节 里 将 讨论 两 个 简单 的 例子 。 为 简单 起 见 ， 我 们 只 讨 
论 二 维 的 情况 ， 且 用 带 晶 格 的 图 形 来 显示 出 结果 ， 当 然 ， 仅 当 单 
位 唱 格 长 度 相对 于 物体 的 尺寸 是 充分 小 时 ， 连 续 统 理论 才 适 用 于 
晶体 。 然 而 图 形 直观 对 领会 上 面 讨论 的 抽象 概念 是 有 帮助 的 。 
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在 二 维 的 情况 下 ， 一 般 关 系 有 较 简 单 的 形式 。 由 (2.0.2) 式 ， 


总 畸变 张 量 的 不 为 零 的 分 量 为 
=a, Ph=0mt, 
Bh=0mu, 8 一 92。 J 
由 (2.0.3) 式 总 应 变 张 量 的 不 为 零 的 分 量 为 
=, h= ph, 
N 


出 (2.0.6) 式 知 总 转动 向 量 
of= = 
的 唯一 不 为 零 的 分 量 为 
oi= (Bh ph). 
从 (2.2.51)， 总 弯 扭 张 量 不 为 零 的 分 量 有 


一 | 
3 一 aoy， 3%.=0,07, 


(3.4.1) 


(3.4.2) 


(3.4.3) 


(3.4.4) 


(3.4.5) 


上 述 关系 全 来 自 总 位 移 向 量 凤 。 如 果 弹 性 或 塑性 位 移 存 在 ， 则 相 


应 的 关系 也 成 立 。 
由 (3.2.1) 式 位 错 密度 张 量 不 为 零 的 分 量 有 


Cl 一 =p, + Pia , | 


Qs 二 — pi: + Bi, . 


(8.4.6) 


由 (3.3.1) 或 (3.3.11) ， 向 错 密度 张 量 唯一 不 为 堆 的 分 量 为 


0 =0,Z,—0,Zs= 90, + OL. 


(3.4.7) 


由 (3.2.15)，(3.2.16) 和 (3.2.21) 知 Nye 张 量 不 为 零 的 分 量 是 
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Ks=—as=0,60— eh + Ehete En, 
K,;,=—as=89,el— Oe + E h= ien tien Se. J 
(8.4.8) 
而 (3.1.1) 给 出 非 协调 度 张 量 唯一 不 为 零 的 分 量 
Was 一 eta + ehn —2el ia ， (3.4.9) 
它 与 Nye 张 量 或 位 错 密度 张 量 以 及 向 错 密度 张 量 的 关系 式 
(3.3.7) 变 成 


ss=033+ Ks, —K+,,i=0s+as, i —au,a (3.4.10) 
为 简化 起 见 ， 设 应 力 满足 无 体力 的 平衡 方程 


Gi,  =0, (3.4.11) 
且 应 力 和 弹性 应 变 满足 各 向 同性 广义 虎 克 定 律 
cu=2G(eo+ qerb) (3.4.12) 


这 里 G 是 剪 切 模 量 ，" 是 泊 松 比 。 

例 ! ”具有 常 位 错 密度 (一 const.) 的 简单 弯曲 。 

图 3-1(a) 是 未 变形 的 晶体 ，(b) 一 (c) 是 弯曲 了 的 晶体 .总 变 
形 是 相似 的 ， 分 析 表 达 式 同情 况 A。 图 (b) 表示 纯 弹 性 变形 的 情 
况 B， 图 (c) 则 表示 常 位 错 密度 的 弹 塑性 变形 的 情况 C。 除 情况 了 
外 ， 其 它 情况 中 弹性 应 变 均 为 零 。 

情况 A， 简 单 弯曲 的 总 变形 

总 位 移 是 


地 一 一 4xtxay 


u=} Ax $ LBs, | (3.4.13) 


这 里 4、B 是 常数 。 代 入 (3.4.1)，(3.4.2)，(3.4.4) 和 (3.4.5) 
得 不 为 零 的 总 体 场 量 《畸变 、 应 变 、 转 动 和 弯 扭 等 ) 为 
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THI 


H 
H 
HH 
h 二 十 EH 
上 LLL 
HEH i HH 


` (a) 未 变形 的 晶体 
ë 


《c) RATS tB ea mit 330) tk k 
图 3-1 


Pr= —Ax,, ph =Ax,, 
Ph=—Ax, Bh= Bx,, 


(3.4.14) 


eh=—4x, of= Ax,, 
T =" 
e2 = Bx,, Z=sa=4. 
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我 们 注意 到 常数 4 恰好 是 唯一 不 为 零 的 总 弯 扭 分 量 Zi. 总 应 变 
有 时 也 称 形状 改变 ， 因 它 仅 向 我 们 显示 了 物体 形状 已 经 如 何 变 
化 ， 而 没有 告诉 我 们 内 部 发 生 的 任何 事情 。 

情况 B， 纯 弹性 变形 


弹性 位 移 为 
=— Ax, 
“n= Aat tA i, | (3.4.15) 


这 里 4 是 常数 ， 后 一 项 中 已 引进 > 以 满足 平衡 方程 (3.4.11)。 类似 
地 可 得 到 不 为 零 的 弹性 场 量 为 


Bu=—Ax,, P=Ax, 


B= Ax, Ba= y Es Ars, 


Pe sets (8.4.16) 


a= xa Su=A, 


这 里 无 塑性 变形 ， 故 无 位 错 等 缺陷 。 事 实 上 由 (3.4.8) 得 
Cls 一 02s 一 0。 (3.4.17) 

因此 ,总 变形 仍 由 (3.4.13) 《3.4.14) 表 示 , 但 B= (v/(1 一 »)) A. 
注意 到 现在 4 更 特殊 地 表示 绕 xs 轴 沿 % 方 向 的 弹性 弯 捏 三 ,从 图 
《(b) 还 看 到 ， 它 还 表示 了 晶 格 的 曲率 。 

情况 C， 常 位 错 密度 的 弹 塑 性 变形 

下 面 考虑 具有 常 位 错 密度 但 无 弹性 变形 的 简单 弯曲 。 在 晶体 
内 位 错 当然 是 离散 的 ， 以 致 塑性 变形 集中 在 位 错 核 内 ， 而 在 它们 
之 间 的 物质 发 生 弹 性 变形 〈 如 图 3-1(c) 所 示 )。 然 而 ， 在 采用 连 
续 统 理论 处 理 这 类 问题 时 ， 我 们 应 想象 为 晶 格 常数 趋 于 零 而 位 错 
密度 在 整个 晶体 内 变 得 连续 分 布 的 理想 情况 ， 从 而 完全 消去 弹性 
应 变 。 
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这 时 不 再 有 弹性 或 塑性 位 移 ， 但 总 位 移 和 总 体 场 量 仍 由 
(3.4.13) 和 (3.4.14) 给 出 。 如 果 任 意 地 给 出 塑性 弯 扭 ， 那 么 弹性 
场 可 由 总 体 场 量 给 出 如 下 《只 列 出 不 为 零 的 量 )， 


Bi= Ax, Ph=—Ax,, 


Ba=—Ax, Pl.=Bx. 
12 1 22 29 (3.4.18) 
O= Ax,, el,=— Ax 


= = ` AF3 
三 3 一 4， e= Bx, 


弹 塑 性 场 相 加 正好 得 到 总 体 场 (3.4.14)。 从 (3.4.8) 式 位 错 密度 
张 量 和 Nye 张 量 的 唯一 的 不 为 零 的 分 量 是 
als 一 一 人 ,一 4。 (3.4.19) 

图 3-1(c) 显示 晶 格 曲率 再 次 由 弹性 弯 扭 的 4 值 给 出 。 它 和 图 (b) 
中 纯 弹 性 弯曲 时 的 情况 是 一 样 的 。 在 本 情况 ， 该 值 恰好 还 与 位 错 
密度 分 量 cls 相同 。 然而 这 只 是 一 种 偶合 。 例 如 , 如 果 我 们 再 进 一 
步 弹 性 地 稍为 弯曲 一 下 晶体 ， 那 么 晶 格 曲率 和 弹性 弯 扭 将 增加 ， 
即 4 值 将 增加 ， 但 位 错 密度 分 量 cis: 不 变 。 在 本 情况 中 位 错 密度 等 
于 弹性 弯 扭 是 因为 无 弹性 变形 的 缘故 。 

例 2 具有 常 向 错 密度 的 变形 

图 3-2 显 示 比 图 3-1 更 复杂 的 具有 常 向 错 密度 的 变形 情况 。 同 
样 地 ， 我 们 采用 的 缺陷 连续 统 理论 应 是 晶 格 常数 趋 于 零 而 向 错 密 
度 在 整个 晶体 内 变 得 连续 分 布 的 理想 情况 ， 只 是 为 了 图 象 直观 清 
楚 ， 我 们 把 易 格 放大 ， 并 把 缺陷 也 画 成 是 离散 的 。 

情况 A， 总 变形 。 总 位 移 是 


ul=+4Azxs1— ics, 
(3.4.20) 


j= larin- 1Da, 
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= 


(a) 未 变形 的 晶体 


(b) 纯 弹 性 变形 的 晶体 


(e) 具有 常 向 错 密度 的 变形 的 晶体 
图 3-2 


这 里 4、B、C 和 妃 是 常数 。 从 (3.4.1)~(3.4.5)， 非 零 的 总 体 场 
H»: 
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pis= Laxi— Cxi, pI,=Bxxs, 

pi: = Axixs, Bl, = Bai- $ Dai, 
4 了 2 2 Ti 1 

el,= -Axi— yCx1, o5= — y(A—B)xua, 


el= l Bri- Spa, #i=- lC Bx, 


eli = P (A+ Baix, 


m 


了 一 一 去 (4 一 Da。 


(3.4.21) 


我 们 注意 到 总 弯 扭 号 41 和 与 3 现 在 是 位 置 的 线性 函数 ,总 应 变 再 次 
表达 了 形状 的 改变 。 

情况 B， 纯 弹性 变形 (图 3-2(b))。 

弹性 变形 可 表述 为 


u= Arai = tcs, 
(3.4.22) 
m=} Bin _ Dx $ 


这 里 4 和 B 是 与 次 曲 有 关 的 常数 ， Cepu p Re AMEN 
方程 (3.4,11)， 


and paa 
C= pgr {~ 4+8), 
i (3.4.23) 
D= pzy [4+ 0-28]. 


从 (3.4.1) 一 (3.4.5) 我 们 可 类 似 地 得 到 不 为 零 的 弹性 场 量 为 
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pu= 了 4 一 号 Cxi， Bu 一 Box 


3 
Ba = Axa, n= + Bx1— $ Dai, 
en=-l Axi— 3 Cx; gaad (A—B)xx. 
u 2 2 2 19 3 š 1 29 
eu= 3 Bxi— 2 Dai, So 一 二 (4 一 Bo 


e= (A+ B)xixs, Es = 一 (4—B)x. 


(3.4.24) 


与 (3.4.21) 式 不 同 ， 这 里 C 和 品 应 满足 (3.4.23) 式 .本 情况 中 无 
塑性 变形 ， 也 无 缺陷 。 这 从 图 3-2(b) 看 是 明显 的 。 事 实 上 上， 由 
(3.4.6) 和 (3.4.7) 有 
0. =0, < (8.4.25) 
al 一 ass 一 0。 (3.4.26) 
总 变形 也 是 由 (8,4.24) 表 示 . 晶 格 曲率 再 次 由 弹性 弯 扭 写 s 和 写 s， 
情况 C， 具 有 常 向 错 密度 的 变形 《图 3-3(9))。…， i 
EPRE h IB] $B ZE Bš tK Pq E: RRA. WEEER h 
在 核 内 ， 如 图 8-2(9) 所 示 、 为 了 应 用 连续 统 理论 ， 我 们 应 想象 晶 
格 常数 趋 于 零 且 向 错 密度 在 整个 晶体 内 变 得 连续 。 图 中 我 们 已 选 
转动 向 量 为 r/5 的 向 错 而 不 是 完全 的 z/2 的 向 错 ， 因 为 为 了 使 线 
性 理论 适用 ， 完 全 向 错 对 应 的 应 变 是 太 大 了 。 
这 里 不 再 存在 弹性 和 塑性 位 移 。 但 总 变形 仍 有 (3.4.20) 和 
《3.4.21) 的 表达 式 。 我们 注意 到 给 出 塑性 场 量 之 后 ， 弹 性 场 量 可 
由 总 变形 给 出 。 它 们 的 不 为 零 分 量 是 ， 
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en=— $C, et, =t Asi, 


en =— Dl, el, =1Bz1, 

ea 一 去 C4+B)moxa， EPA, (3.4.27) 

F,=TC(4+B)x S$,=Bx, 

Eam- A+B). 
为 满足 平衡 方程 (3.4.11)，C 和 DD 应 满足 

C=D= A+B). (3.4.28) 
从 (3.4.7) 得 到 向 错 密度 张 量 的 不 为 零 的 分 量 为 

0, =A+B. (8.4.29) 


而 从 (3.4.8) 知 位 错 密度 为 零 
as=as==0, (3.4.30) 
由 此 ， 我 们 在 这 里 介绍 了 一 种 具有 常 向 错 密度 而 无 位 错 的 弹 塑 性 
变形 。 要 求 弹性 应 变 为 零 是 不 可 能 的 ， 这 反映 了 从 (3.4.10)、 
(3.4.29) 和 (3.4:430)， 存 在 不 为 零 的 非 协调 度 张 量 的 分 量 
: n =4A+B (8.4.31) 
这 个 事实 ， 它 是 弹性 应 变 的 来 源 。 这 一 关系 式 与 (3.4.9) 相 符 . 注 
意 到 晶 格 曲率 现在 还 受 向 错 影响 ， 不 再 与 情况 B 中 纯 弹性 变形 一 
#T. 
情况 D， 等 价位 错 密度 。 
在 这 里 我 们 指出 可 以 存在 一 等 价 的 位 错 密度 ， 它 在 晶体 内 等 
价 地 给 出 和 有 常 向 错 密度 的 情况 C 同 样 的 弹性 应 变 。 这 时 弹性 和 
塑性 畸变 如 下 ， 
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Pu=—3Cx!, t=143, 
Ba=C(A—E)xixy, Br:,= Extr, 

(3.4.32) 
Bu=(B+E)xx,, ?=—Exix,, 


Bu=— 3 Dri, L= yB, 


这 里 巨 是 为 了 用 位 错 密度 痊 代 向 错 密度 引进 的 新 的 常数 。 注 意 到 
弹性 和 塑性 畸变 相 加 仍 得 到 (3.4.21) 表 示 的 总 畸变 。 但 是 为 了 满 
足 平衡 方程 (3.4.11) ，C 和 万 应 由 (3.4.28) 式 给 出 。 相 应 的 应 变 
MSME: 


en=— Cxt, 二 141, 
ea =— Dai, eh =} Bx, 
el 一 ; CA+B)xx;, en 一 0， 


(3.4.33) 
O: 一 (2E—A+B)xxs, @f=—Exix, 


(2E+B—A)xs, Ejn =—Ex,, 


=s 


(2 天 一 4+B)x， Eh =-—Exc,. 
当然 ， 向 错 密度 (3.4.7) 变 为 零 
0,..=0. (3.4.34) 
而 位 错 密度 (3.4.6) 变 为 
a =—(A—E)x,, } 
a, | =(B+E)x,. 
因为 我 们 有 和 情况 C 完 全 相同 的 应 变 ， 我 们 应 有 相同 的 非 协调 度 
。39 - 


a= 


(3.4.35) 


张 量 

nas = A-B. (3.4.36) 
把 (3.4.34)、(3.4.35) 和 (3.4.36) 代 入 (3.4.10) 式 是 不 会 产生 了 矛 
盾 的 。 

可 以 看 到 ， 为 了 用 位 错 密度 替代 向 错 密度 之 后 产生 同样 的 弹 
性 应 变 ， 位 错 密度 的 选择 (3.4.35) 式 有 无 穷 多 种 可 能 性 。 然 而 ， 
没有 一 种 这 样 的 位 错 能 产生 和 情况 C 同样 的 晶 格 曲率 三 s Tama, 
如 果 在 (3.4.35) 式 中 取 已 =4， 那 么 Es 在 情况 C 和 D 是 一 样 的 ， 
且 位 错 密度 仅 有 一 个 不 为 零 的 分 itas WRA E=—B, WA 
Z, 在 这 两 种 情况 中 是 一 样 的 ， 且 位 错 密度 仅 有 一 个 不 为 零 的 分 
Has. 最后， 如 果 取 五 =0， 晶 格 曲率 和 纯 弹 性 变形 的 情况 B 一 
样 ， 但 位 错 密度 有 两 个 不 为 零 的 分 量 cis 和 ais。 从 情况 C 的 场 量 中 
扣除 情况 D 的 对 应 的 场 量 我 们 可 以 得 到 一 种 位 错 分 布 ， 它 完全 消 
去 了 向 错 分 布 带 来 的 弹性 应 变 。 

本 节 给 出 的 两 个 简单 的 例子 只 是 为 了 有 助 于 我 们 形象 地 领会 
本 章 提 出 的 一 般 缺陷 理论 中 的 抽象 概念 。 为 了 后 面 讨论 孤立 缺陷 
的 连续 统 理论 ， 下 一 章 我 们 先 扼要 介绍 一 下 6- 函 数 及 其 推广 。 
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第 四 章 0- 函数 及 其 推广 


$41 广义 函数 


为 了 表达 古典 分 析 的 点 函数 无 能 为 力 的 集中 力 、 集 中 质量 等 
物理 概念 的 需要 ， 广 义 函数 的 概念 被 引进 来 了 。 一 说 到 广义 函 
数 ， 人 们 就 会 想到 9- 函数 ， 对 力学 工作 者 来 说 ， 更 想到 集中 力 的 
问题 ， 因 此 ， 我 们 首先 就 这 个 问题 的 梁 的 弯曲 为 例 ， 说 明 引进 6- 
函数 的 方便 我 们 考虑 自由 端 简 支 的 及 敬 梁 的 弯曲 问题 ， 设 梁 上 
的 分 布 载荷 为 4(x) ，0<x<1!。 由 弹性 力学 知 ， 梁 的 挠 度 方程 是 


EJw™ =q(x), 0<x<l, (4.1.1) 
加 上 两 端的 四 个 边界 条 件 ， 这 里 qix} 
是 
=0, u'(0)= = 
w(0)=0, w(0)=0, 04.1.2) 


vu (D) =0, w(D)=0 
构成 该 问题 的 完整 数学 提 法 。 在 —— 
v 


给 定 的 边界 条 件 下 求解 出 挠 度 


ww， 我 们 就 可 以 由 下 公式 求 出 每 tal 

RE SEMMY: 
M=—Elw", (4.1.3) 
=—EJw",。 (4.1.4) 


当 载 荷 是 集中 力 时 情况 变 得 更 复杂 。 在 不 知道 6- 函数 之 前 ， 人 们 
一 般 有 两 种 办 法 ， 其 一 是 化 成 从 x。 一 e 到 Xo 十 e 的 一 段 上 作用 着 均 
名 载荷 的 问题 。 载 荷 的 密度 为 4 二 常数 ， 满 足 
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2qe= P, (A.1.5) 
34 e 越 小 ， 就 越 接近 集中 力 的 情形 。 其 实 ， 实 际 上 也 不 存在 理想 
的 集中 力 ， 因 为 在 一 个 数学 上 的 点 上 作用 那么 大 的 力 是 不 可 能 
的 。 这 时 q(x) 的 表达 式 是 分 段 函 数 


e š 


图 4-2 
0, 0<x<x —e, 
q(x)= | q, Xo EKKIK +e, (4.1.6) 
0, Xo+e<x<l, 
办 而 方程 在 这 三 段 上 呈现 不 同 的 形式 
EJwD)=0, 0<x<x—e, 
EJwm=q, xo—e<x<Xot+e, | (4.1.7) 
EJwW=0, xote<x<l, 
边 条 件 也 由 原来 的 两 端 共 四 个 边 条件 变 为 在 xo 一 e 点 还 要 加 上 四 
个 连接 条 件 
w(xXo—é—0)=w(xo—ée+0), 
w (x, —e—0) =w (xo—e+0), 
w” (x, —e—0) =w" (xa—£ +0), 
w (xe 一 2 一 0) =w" (xo —E +0). 
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(4.1.8) 


在 xe 十 e 处 也 有 四 个 连接 条 件 。 这样 一 共有 12 个 条 件 ,用 来 确定 分 

段 定义 的 函数 ww 的 12 个 常数 。 这 种 处 理 方法 是 不 大 方便 的 。 第 二 

种 办 法 回 到 集中 力 的 情况 ， 将 梁 只 分 成 两 段 ， 在 x 一 入 处 由 于 入 
中 力 的 作用 w” 不 连续 。 方 程 可 以 写成 


EJw P =0, 0<x<x, | 
Eloi) =0, xo<x<l, 
fÉ x= x 处 有 四 个 连接 条 件 


w=w, w=w;, w =w} I 


(4.1.9) 


和 (4.1.10) 


EJw: 一 zy )=P, J 
后 一 个 条 件 是 对 在 x= x, 附近 的 微 元 沿 y 方 向 列 力 的 平衡 方程 
—Q(x +ë) +Q(xo—e) =P, (4.1.11) 
再 令 e>0， 取 极限 得 到 的 ,这 样 的 集中 力 方 案 p 


也 要 解 8 个 方程 的 代数 方程 组 来 定 8 个 常数 ， 
最 方便 的 仍然 是 只 用 一 个 函数 q(x) 来 表示 

集中 力 。 显 然 ， 这 时 已 不 能 用 古典 的 “每 点 对 d 

应 于 一 个 函数 值 ”的 函数 概念 去 表达 了 。 但 是 

从 上 面 的 例子 我 们 看 到 ， 用 2ge 一 已 代替 集中 力 ele 

时 ， 当 e 越 小 ， 这 种 代替 就 越 接近 集 中 力 ， 当 

E>0，g 习 co。 这 时 假如 仍 用 q(x) 来 代表 的 图 4-3 

话 ， 则 粗粮 地 可 表 为 


0, 0<x<x, 
q(x)= | °, X=X0s (4.1.12) 
0, sa, 
可 是 上 述 写 法 有 两 个 问题 :首先 它 已 不 是 我 们 通常 所 理解 的 函数 
了 第 二 ， 它 和 了 如 何 建立 起 联系 ? 后 一 矛盾 可 以 这 样 解决 ， 我 
们 假定 当 了 P=1 时 上 述 表达 式 成 立 ， 且 记 为 
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0, 0<x<x, 
sa-w] oo, X=Xo, (4.1.13) 
0, x <x<l, 
则 当 集 中 力 为 P 时 ， 我 们 有 q(x) 一 P6(x 一 xo) ， 这 就 是 6- 函 数 .但 
是 上 述 的 说 法 是 不 确切 的 。 如 何 进行 运算 ? 能 否 求 导 ? 也 产生 一 
系列 问题 。 为 了 解决 这 些 问题 ， 我 们 下 面 将 给 予 广义 函数 一 个 比 
较 确切 的 定义 ， 并 粗略 地 叙述 以 后 会 用 到 的 广义 函数 的 一 些 性 
质 ， 为 此 ， 先 作 一 些 准 备 工 作 。 我 们 将 在 实 值 n 维 欧 氏 空间 R" +f 
W. W, Xa e, Xa) HER”. RE 为 我 们 通常 理解 的 
4# 元 函数 。 
定义 4.1 连续 函数 J(x) 称 为 支 集 有 界 函 数 ， 如 果 它 在 某 有 
界 区 域 D 之 外 全 为 零 。 而 $(x) 二 0 的 全 体 点 的 闭 包 称 为 $(x) 的 支 
集 ， 记 为 supp óG). 
定义 4.2 无 穷 次 可 微 的 支 集 有 界 函 数 $(x) 称 为 基本 函数 。 
显然 ， 基 本 函数 的 线性 组 合 仍然 是 基本 函数 ， 因 此 有 
定义 4.3 ”基本 函数 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 ， 称 为 基 本 空 
间 ， 记 作 K 或 C?。 
定义 4.4 基本 函数 序列 i), H, -EK AFS, i 
作 由 (2- 0， 如 果 


(1) EA) 有 相同 的 支 集 ， 

(2) BA), P, POD, +, GP (x)，.… (所 有 各 
阶 的 导数 ) 都 一 致 地 趋 于 零 ， 也 就 是 说 ， 对 Vs 之 0， 存 在 N (与 
无关) ， 使 得 当 " 之 时 对 一 切 n 成 立 


|ó; (x) 1<e。 
fl 1 
— | sxp| 一 0/ (a° —r°)], r<a, r=,/ pF, 
ọ(x,a) = Ú r=. 


(4.1.14) 
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支 集 是 以 a 为 半径 的 球 ， 因 此 它 是 一 个 支 集 有 界 函 数 。 由 于 e* 的 
良好 性 质 ， 它 是 无 穷 次 可 微 的 ， 因 此 这 是 一 个 基本 函数 ， 可 以 验 
证 


gòt Laa, oo. 


定义 4.5 天 中 的 一 个 线性 连续 泛 函 (简称 泛 函 ) f: K> P 是 
指 这 样 一 个 对 应 规律 ， 它 使 每 个 %(x)E 天 都 有 一 个 实数 与 之 相对 
应 ， 记 这 个 实数 为 (f,$)， 并 且 满足 

(1) RE: (f,a$+Bp)=a(f ,$)+B(f ,9), Va, PER, 
$,wEK, 


(2) ER pO d,d). 


例如 ， 设 f(x) 是 一 个 普通 的 局 部 可 积 函 数 〔 在 有 限 区 域内 按 
Riemann 意义 或 Lebesgue Ù X HA), 则 对 V$(x)EK， 因 
4(x) 是 支 集 有 界 且 无 穷 次 可 微 的 ， 实 数 〈 积 分 值 ) 


[| teoseo dx . 


总 是 存在 的 ， 也 就 是 说 用 函数 f(x) 通过 上 述 积分 我 们 可 以 在 天 
上 定义 一 个 泛 函 上 


e= fp ds (4.1.15) 
显然 ，f 是 线性 的 ， 即 
(fag 十 By) =| pÍ GO [aó (a) + B0(a) Jdx 


=a pf Odete | pf GOW ds 


=alf, p) +P, p). 
至 于 连续 性 我 们 可 以 证 明 如 下 ， 
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设 goo, M Ve>0, IN YvoN RH n 


yo 


有 
| 此 ”(x)1<ai。 


记 D=suppġ, (x), 
m 
ff Oddam | fondda, 
于 是 对 Ve>0， 我 们 只 要 对 =e/M ih E N， 其 中 
M=max(1, ,1f(%) ldz), 
这 时 就 有 估计 
[fet oda |=| fg oas] 
<| IOI ldx 


»”N 
< af ,lf ldx<eM=e, 
REPRES, N0. 


由 此 可 见 ， 任 何 一 个 局 部 可 积 函 数 1(%) 都 定义 了 一 个 线性 连 
续 泛 函 f， 也 就 是 说 给 出 这 样 一 个 对 应 规律 ， 


$@)eK—j pf OG da WNR E,d), 
#G)eK— (o, 


这 样 一 种 无 穷 多 个 数 按 次 序 地 对 应 于 无 穷 多 个 基本 函数 的 对 应 规 
律 就 是 我 们 的 线性 泛 函 。 上 述 泛 函 是 由 一 个 可 积 函数 fx) 来 定义 
的 : 


。46 。 


基本 函数 a do. 


换言之 ， 函 数 1(x) 建 立 了 基本 函数 空间 到 实数 轴 的 对 应 关系 。 K 
过 来 ， 在 相当 多 的 情况 下 ， 基 本 函数 空间 到 实数 轴 的 对 应 关系 即 
泛 函 就 代表 了 一 个 局 部 可 积 函数 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 把 泛 
B f 和 局 部 可 积 函 数 1(x) 等 同 起 来 (准确 到 零 测度 集 )。 

然而 ， 每 一 个 泛 函 ， 即 给 定 的 基本 函数 空间 到 实数 轴 的 对 应 
关系 ， 并 不 一 定 都 有 一 个 局 部 可 积 函 数 与 之 对 应 。 下 面 的 例子 就 


证 实 了 这 一 点 。 
例 2 “建立 从 基本 函数 空间 到 实数 轴 的 一 个 对 应 关系 为 
(f ,P=$0), V$G)eK. (4.1.16) 
下 面 证 明 不 存在 局 部 可 积 函数 Kx) 使 得 
fpf da=). (4.1.17) 


因为 若 不 然 ， 取 例 1 中 的 gx,a) 作为 一 个 基本 函数 序列 〈 例 如 取 
4=1/) ， 按 照 (4.1.17) 将 有 


人 Code,odx=go,o=e- (4.1.18) 


这 是 对 任何 a 都 成 立 的 ， 当 然 对 a>0 也 成 立 。 但 是 另 一 方面 ， 由 
于 $(x,0) 的 绝对 连续 性 


Jim [Rf 6,0) dx= Í, lim fG06(x,a)dx=0==e"!, 


(4.1.19) 
这 产生 矛盾 。 因 而 不 可 能 存在 局 部 可 积 的 f G) 对 应 于 (f ,4) = 
4(0) 。 我 们 称 由 (4.1.16) 表 述 的 线性 连续 泛 函 为 5- 函 数 ， 也 记 为 
6(x) 。 当 然 它 已 不 是 古典 意义 下 的 函数 。 以 后 我 们 也 形式 地 记 


0, p= | pid=, (4.1.20) 
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[| se — dads. (4.1.21) 


这 样 ， 我 们 就 可 认为 任何 一 组 基本 函数 空间 到 实数 轴 的 对 应 关 
系 ， 即 任何 一 个 省 函 都 和 一 个 广义 的 “函数 ”等 价 ， 而 有 

定义 4.6 ”基本 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 称 为 广义 函数 ,如 
果 该 泛 函 可 以 与 普通 的 局 部 可 积 点 函数 相对 应 ， 则 称 为 正则 广义 
函数 ， 否 则 称 为 奇异 广义 函数 。 

例 3 由 (1 内 =o| pod | có Go dx 所 定义 的 正则 


广义 函数 称 为 常数 c。 

应 该 注意 广义 函数 只 是 一 种 对 应 关系 f:K ->R。 即 使 是 正则 
广义 函数 ， 它 所 代表 的 已 不 是 一 个 普通 的 函数 ， 而 是 一 个 集合 。 
集合 中 的 函数 可 以 彼此 闻 在 一 个 零 测 度 集 上 有 不 同 的 值 ， 例 如 下 
面 的 函数 

C 十 1， YX 一 0 
“二 {。 x==0 
也 是 :和 例 3 中 的 广义 函数 “常数 c” 相 对 应 的 局 部 可 积 点 函数 。 因 
此 ， 谈 论 广 义 函数 在 某 点 上 的 值 ， 写 成 1(xo) 是 没有 意义 的 ,当然 
如 同 前 面 那样 写成 


0, x<0, 
s= °, x=0, 
0, x>0, 


也 是 没有 意义 的 。 符号 (9 本身 也 应 理解 成 只 是 约定 的 一 种 形式 
写法 而 已 。 


$4.2 广义 函数 的 运算 


对 广义 函数 可 以 定义 下 面 几 种 运算 
(1 ) 数 乘 ” 由 于 泛 函 是 线性 的 ， 可 定义 af 为 
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(af ,PE(f,ag), VIEK, a€R. “(4.2.1) 


(2 ) 加 法 ”同样 由 于 泛 函 是 线性 的 ， 可 以 定义 两 个 广义 函数 
f、9 的 和 f 十 g 为 : 


(f+ pE, p+, p), VIEK (4.2.2) 

( 3) 相等、 上面 已 经 指出 谈论 广义 函数 在 某 点 上 的 值 是 没有 
意义 的 。 但 是 说 “f 在 点 的 邻 域 U 为 零 ” 却 是 有 意义 的 ， 它 是 指 
对 以 为 支 集 的 任意 POEK 都 有 (f,$)=0。 

如 果 f 在 开 区 域 G 中 的 每 一 点 的 某 个 邻 域 等 于 零 ， 我 们 就 说 f 
在 G 内 等 于 零 。 例 如 6(x) 在 除 原点 外 的 开 域 均等 于 零 。 

如 果 j 一 9 在 区 域 G 等 于 零 ， 我 们 就 说 f 和 4 在 CG 相 等 。 

(4 ) 和 无 穷 次 可 微 函 数 o(x) 相 乘 . 因为 对 VANEK, HE 
a(x)$(x)EK ，(f ,a$) 是 有 定义 的 。 因 此 我 们 可 定义 of 为 ; 


(of ,PE (fap), VYEK. - (4.2.3) 

从 上 面 可 以 看 到 ， 广 义 函数 的 全 部 线性 运算 的 定义 基础 都 是 
将 这 种 运算 转移 到 基本 函数 上 。 至 于 非 线性 运算 ,例如 广义 函数 
的 乘积 等 一 般 是 没有 意义 的 。 

(5 ) 微 商 ”我 们 知道 微分 运算 对 通常 的 函数 并 不 经 常 适用 ， 
因为 按 通常 的 意义 没有 导数 的 函数 大 量 存在 。 但 是 ， 与 此 相反 ， 
广义 函数 的 最 重要 的 性 质 是 它 可 以 无 穷 多 次 求 导 ， 其 导数 也 是 广 
义 函 数 。 “i 

为 了 定义 广义 函数 的 导数 ， 先 考虑 通常 的 单 变数 函数 (x) ， 
MRO 连续 并 有 通常 意义 下 的 连续 导数 ， 那 么 可 定义 泛 函 


(由 =| fg ds (4.2.4) 


分 部 积分 并 考虑 到 EK 是 支 集 有 界 的 ， MERKI [a,b] 之 外 等 
FF, RAA 
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CRA |” — |” towde,- 
ia (4.2.5) 
也 就 是 说 微分 运算 同样 可 以 转移 到 基本 函数 上 。 等 式 (4.2.5) 就 
可 以 作为 我 们 定义 广义 函数 的 导数 的 基础 。 设 f 是 基本 空间 KK 上 
的 任 一 线性 连续 泛 函 ， 我 们 称 由 公式 
(gb=0f,—6), VIEK (4.2.6) 
确定 的 证 函 9 为 泛 函 /的 导数 ， 记 作 f” 或 df/dx。 
为 了 验证 这 个 定义 的 正确 性 ， 我 们 指出 ， 泛 函 g 也 是 基本 空 
间 K 上 的 线性 连续 泛 函 。 首 先 ， 泛 函 g 是 定义 在 一 切 函数 EK 之 
上 的 ， 因 为 几 和 %-- 样 都 是 基本 函数 ， 显 然 ， 泛 函 0 是 线性 的 ， 科 
下 要 证 明 g 还 是 连续 的 。 设 给 定 一 个 基本 函数 序列 由 (2) 0=1, 
2，…)， 在 空间 KK 中 趋 于 零 。 根 据 定 义 4.4， 它 们 的 导数 组 成 的 
序列 $, (x) 也 同样 在 空间 KK 中 趋 于 零 。 因此， 由 于 泛 函 f 的 连续 性 
(9,$) =,=) >0, (4.2.7) 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 。 因 此 ， 每 一 个 广义 函数 了 都 有 导数 ， 且 
仍然 是 广义 函数 ， 可 以 继续 微分 。 于 是 ， 一 切 广义 函数 都 是 无 限 
次 可 微 的 。 转 而 考虑 多 变数 的 情况 ， 将 7 的 om 阶 偏 导 数 记 为 
formovala), 
于 是 有 
Cno $) = (—1)"(f, Pn)» VEK, (4.2.8) 
特别 地 ， 对 6(x) 有 
(Orren $y=(—1)"(0, $, viiva) 


=c p| p8, nad 


=(—1)"$, vvn (0). (4.2.9) 
可 以 看 出 ，6(x) 及 其 各 阶 导 数 的 支 集 均 为 x 一 0。 反 之 ， 我 们 不 加 
证 明 地 给 出 
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定理 4.1 任何 支 集 为 x=0 点 的 广义 函数 可 表 为 6(x) 及 其 导 
数 的 线性 组 合 。 

作为 例子 我 们 这 里 计算 A(1/r)， 其 中 7 二 x* 十 六 十 2 ， 人 是 
拉 普 拉 斯 算 子 人 二 0”/9x* 十 0:/9y* 十 9:/9z2*?，x,y,z 是 三 维 空间 中 
的 笛 卡 尔 直角 坐标 。 注 意 到 1/r 在 不 包含 坐标 原点 的 任意 区 域 中 
是 调和 的 ， 因 而 r 志 0 时 A(1/r) 二 0 在 通常 的 意义 下 ) . 考虑 广 


义 函 数 空间 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 ， 有 
(A(2).2)=(L.a6)=| 36 =a Mar 


>. 


对 最 后 一 个 积分 用 格林 公式 。 设 区 域 C 是 球面 层 e<r 和 co， 这 里 
a 取得 相当 大 从 而 使 得 在 球 r<a 以 外 函数 %(x) 便 等 于 等 ， 于 是 


Mr l Er 


a /1 
+ .8 (1)as 
其 中 dS 是 球面 r=e 上 的 面积 元 。 其 次 ， 我 们 有 
|... sA r =o, 
因为 .1/r 在 r<e 之 外 是 调和 函数 。 另 外 
Í Jé las=1f as. 
r. e J>, 


由 于 8d/er s: ras sa. 于 是 
Fj. ares [eiS al as< as 


=H into, (H e>0). 


Ls. 


Í. ()es=-a|. in 
‘Sle 


这 里 S,(4) EB 8k %(x) 在 半径 为 = 的 球面 上 的 平均 值 。 当 e—>0, 
取 极 限 则 有 S,($)>$(0)。 于 是 


(a ($), $)= lim | Ma = =—4r00,6). 
这 表明 


A(i )=—4ròtr). (4.2.10) 
这 个 例子 显示 了 用 定义 来 求 广义 函数 的 导数 的 方法 。 由 于 Ar= 
2/r， 故 我 们 还 有 
' AAr=—8r6(r)。. ` (4.2.11) 
(6 ) 积 分 “为 简单 起 见 ， 仅 以 一 元 函数 为 例 。 
设 广义 函数 F Oo fa f(x) 满足 关系 
f'G)=F0G), (4.2.12) 
则 称 f (x) 39 已 (x) 的 原 函 数 。 于 是 可 定义 不 定 积分 
f=|F (dx. (4.2.13) 


至 于 定 积分 ， 如 果 讨 论 的 广义 函数 除了 在 积分 区域 G 内 的 一 个 
闭 子 域 B# 以 外 都 是 正则 的 连续 函数 ， 而 且 直 到 G 的 (光滑 的 ) 
边界 厂 上 都 是 连续 的 ， 则 通常 函数 的 微 积分 基本 定 FH 也 同样 成 
立 ， 这 里 就 不 多 介绍 了 。 

(7) 广 义 函 数 的 直 积 ”为 了 后 面 的 应 用 ， 我 们 简单 介绍 一 下 
广义 函数 的 直 积 。 给 定 广义 函数 fM gy), f(x) 定义 在 个 
独立 变量 xi, ,xs 的 基本 函数 空间 Xs* E, MINDE X.#£ My 
独立 变量 UI, Yn 的 基本 函数 空间 Yn 上。 利用 这 两 个 广义 函 
数 我 们 可 以 定义 在 ?一 R 十 和 个 独立 变量 21=X1, 2 二 Xs,，… ,24 二 
Xk Zk+ =Y, Zk+ =Y2s s Zem =Ym 的 基本 函数 空间 2Z。 上 的 
广义 函数 h(z)。 为 此， 先 以 8(x,y) 表示 基本 函数 %(z) ， 固 定 
x*， 并 且 把 由 %,y) 当 作 只 是 女 的 函数 ， 显 然 这 是 空间 了 。 中 的 基 
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本 函数 。 设 泛 函 g(y) 作 用 于 它 ， 结 果 得 到 某 个 函数 (x)。 可 以 
验证 这 个 函数 对 x 是 无 限 次 可 微 的 且 是 支 集 有 界 的 ， 即 (x) 是 
空间 X, 中 的 基本 函数 。 因 此 就 可 以 把 泛 函 fj(x) 再 作用 于 它 。 于 
是 ， 表 达 式 
(f,(g,ó(x,u))) (4.2.14) 
有 意义 。 这 是 空间 Z, 上 的 一 个 泛 函 。 从 泛 函 g(y) 和 f(x) 的 连 
续 性 可 以 推出 这 个 泛 函 的 连续 性 。 我们 用 h(z)==f (x) x g(y) 来 
表示 它 〈 在 不 致 引起 混淆 的 情况 可 省 去 “x ”号 》 ， 并 称 为 泛 函 
f(x) 对 泛 函 g(y) 的 直 积 。 
例如 ， 直 积 6(x1) XlX) X XÂ) 即 6(x)。 直 积 6(%x1) 
Xi(x,) 是 由 公式 
(G(x) XLD, $x) =| $0) dr (4.2.15) 
定义 的 泛 函 。 如 果 设 泛 函 f 和 g 的 支 集 为 下 与 G， 则 泛 函 h=f 
xg 的 支 集 是 f 的 支 集 与 g 的 支 集 的 直 积 下 xG。 换 句 话说 ,有 


的 支 集 瑟 仅 由 第 一 个 坐标 x 属于 集合 下， 而 第 二 个 坐标 属于 G 
的 点 对 (x,y) 组 成 ， 泛 函 的 直 积 满足 


( 1) 交换 律 f(x) xg(y)=g(y) x fO), (4.2.16) 
(2 ) 结 合 律 f(x) x {g(y) xh(z)} 
={f(x) x g(y)} xh(2), (4.2.17) 
这 里 就 不 再 验证 了 。 


现在 圆 过 头 来 看 看 本 章 开始 时 提出 来 的 集中 力 的 例子 ， Ar 
方程 可 以 统一 地 写成 


EJw™=Pò(x—x), (4.2.18) 
这 里 wuw'9? 等 都 看 作 广义 函数 。 由 于 

Q=—EJw" (4.2.19) 
得 到 k 

Q'=—E]Jw = — Pó(x—x), (4.2.20) 
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我 们 引进 函数 P), E 

P(x)=P, x—s<x=<x +e (4.2.21) 
并 在 其 它 点 适当 延 拓 使 P(x)EK . 注意 到 6(x) 满 足 上 述 引 进 广 义 
函数 的 定 积分 的 要 求 ， 可 以 对 (4.2.20) 式 从 xo 一 e 到 xo+e 积 分 
得 


xote xote 
_ Qdx=| P6(x 一 xo)dx 
x Xo—e 
=Í P(x)6(x—xo)dx=P, (4.2.22) 
i 3 
Q(x +e) — Ql e) =—P, (4.2.23) 
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$4.3 线 、 面 、 体 的 68- 函数 
本 节 的 讨论 局 限于 R'， 记 点 x(xi;x4,xs) ËJ B Ë E x, N 
《4.1.20) 和 (4.1.21) 可 以 写成 
| wsd =g] _ =o, (4.3.1) 


fin-e] _ =o. (4.3.2) 
x=x' š 


设 L、S、V 分 别 是 R 的 曲线 段 、 曲 面 块 和 体 区 域 ， 为 了 描 
述 物体 的 孤立 缺陷 ， 我 们 引进 线 、 面 、 体 5- 函数 一 6(L) ,6(S》 
和 6)。 它 们 定义 如 下 ， 


J sweo0ar =f ¿coar, (4.3.3) 


faoa =| gwas, (4.3.4) 


。.54 。 


Taoscodr=| gar. ` (4.3.5) 


易 见 它们 和 6(x) 有 下 述 关系 ， 
5CD=| .5cx 一 xda7/， WEL’), (4.3.6) 
6(5)=| dards, WES), (4.3.7) 
aP =| axd, (Er). (4.3.8) 


因为 ， 例 如 将 (4.3.6) 代 入 (4.3.3), 交换 积分 次 序 , 并 利用 
《4.3.2) 我 们 有 


K, 6(x—x) dL’ )#oody 


=| {fixo} =| end. (4.3.9) 


为 了 后 面 应 用 的 方便 ， 利 用 8$ 4.2 介绍 的 广义 函数 的 直 积 ， 我 们 
也 可 以 引进 它们 的 等 价 的 定义 。 例 如 ， 设 曲线 段 工 可 表 成 

x=x(g), ay: Sb, (4.3.10) 
将 工 取 作为 一 坐标 曲线 ， 将 yi 扩展 成 R* 中 的 曲线 坐标 系 (Vo 
Y21Ys), 此 时 工 可 表 成 


a<ui<b, 
L: ‘$y,=0, (4.3.11) 
3s 一 0。 
引进 一 个 具有 间断 的 普通 标量 函数 
1, a<u<b, 
1(7)=1(y)= (4.3.12) 


: 0, ui2>b =u <a, 
则 我 们 有 


. $S < 


` 


SLŠ) XÒ) XÔ) e (4.3.13) 
因为 由 直 积 的 定义 ， 对 YY$(x) 二 $(y1,y2,y9EK， 
CACY) x 6(y:) x ÔCYs) ,$y1,y2,Y3)) 
=(1(y), (6(y,), (6(ys) ,$y1 Y2 Ys)))) 


=| lv)dy Sv) dys [80060 YaYs) dy s 
=od sy gy 0 dy 
=J1(y)¢y,0,0)dy, 

=| .soro,o)dw 


=| #enat,. (4.3.14) 


可 以 看 到 ，6(L) 在 x 上 的 整个 开 区 域 均 为 零 ， 故 6(L) 的 支 集 
为 L。 同样 地 ， 如 果 曲 面 块 S 表 成 
X=Xx(y1,Y:), (Yi YDED, (4.3.15) 
引进 第 三 个 坐标 ys 使 (y1,y;,ys) 扩 展 成 为 R 中 的 一 个 曲 线 坐 标 
系 ， 在 这 个 坐标 系 中 S RR 
A 


(4.3.16) 
2 一 0。 
引进 具有 间断 的 普通 标量 函数 
1, (yi1,y:)€ED, 
O=) =Í (4.3.17) 
0, (yi,y:) €D, 
则 
6(S)=1(S) xó(gJ), (4.3.18) 


因为 对 $x)=$(y1,y2,y) ER, 
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Ç ACS) x 6(y) ,$y1,Y2,Y3)) 
=(1(5), (6(ys) $Y Y2Y3))) 


-| KS)dydys dy ,V2Ys) dYs 


=a ys, 0 dydy 


=f ods, (4.3.19) 
至 于 体 6- 函 数 
1, x€V, 
d=100)={ (4.3.20) 
0, x&V, 3 


只 是 具有 间断 的 普通 标量 函数 而 已 。 由 于 6(L), 6(5) 是 广义 函 
数 ， 讨 论 在 点 eL R XES 上 6(Z) 或 5(S) 的 值 是 没有 意义 的 。 
如 果 在 包含 工 、S 或 上 的 区 域内 取 %(x) 一 1， 且 将 它 延 拓 为 一 个 基 
本 函数 ， 代 入 上 面 的 定义 式 (4.3.3) 一 (4.3.5) 中 ， 我 们 得 到 表示 
放 长 、 面 积 和 体积 的 三 个 积分 |3(L)d1 ,|3CS)dF 和 poi: 
类 似 地 ， 还 可 以 引进 向 量 线 、 面 3- 函数 
ED Št) x óG) x (g), a (4.3.21) 


§(S) nyi,ys) x Hy), (4.3.22) 
这 里 + 和 分 别 是 线段 工 的 单位 切 向 量 和 曲面 块 S 的 单位 法 向 
量 。 如 果 记 dL=tdL, dS=ndS, WJ8(L), 8(S)#n ôO) 有 如 下 
关系 。 


6(D=|,50—x a xer, (4.3.23) 
ES =| aaas, wes, (4.3.24) 
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因为 ， 例 如 由 (4.3.21) 右 端 
CECY) x Hy2) x OY) ,ó( YY)) 


=| tudd | 9004060080, vddys 
一 tpaw [scy2) gy ydin 
=]Jt(y) $y,0,0)dy, 


=| boat, (4.3.25) 
由 (4.3.23) 右 端 又 有 
i | 8a jsooar 


= f {fi-oar}a’ 


=j pond (4.3.26 


故 两 式 的 右 端 给 出 的 是 同一 个 泛 函 。 当 然 ，5( 攻 ) 或 6(5) 在 x& 工 
s x€ S 的 开 区 域 处 处 为 零 。 作 为 广义 函数 ， 讨 论 它们 在 工 或 5 
上 的 条 也 是 不 必要 的 。 不 过 由 定义 (4.3.21) 和 (4.3.22) 我 们 可 以 
AH EL) /t 而 5(S) In. 

对 固定 的 x， 我 们 记 (x 一 x ) 三 w(x)， 于 是 可 把 (4.3.25》 
等 价 地 写成 


Í ELAV" = 8 yx dy” 


=| padt = | gadt’, (4.3.27) 


类 似 地 有 
。58 。 


fecsygcx—x ay’ =| gawas, 04.3.28) 


sr og x yar | gama. (4.3.29) 
如 果 工 穿 过 S (一次) FAx, 

jj. $0060 —x)dL'@dS= =o OU, (4.3.30) 
其 中 t、n 是 在 xze 点 分 别 切 于 工 和 垂直 于 8 的 单位 向 量 。 证 明 
ATF: TR 为 原点 建立 曲线 坐标 系 (y1,y:,ys) 使 ü 


a<y <b 

L: (4.3.31) 
4 一 bs 一 0， e? 
(uv. )€D 

S: | RE (4.3.32) 
Yi=0, 


于 是 对 xES H KELK : $ 
ii Sx) =A 0p) X C0) xA 0), (4.3.33) 
代入 (4.3.30) 之 左 端 并 注意 到 体积 元 d 一 dyidysdys TRR . 
_ dpidpdy = dL -ds|=dL4S|t|, (4.3.34) 
e rren ! 

dL'@dS=dLdSt@n=dydydys E (4.3.35) 
+E 

jf $x—x) dL'@as 

BJL 

=f PYY Y) C0 — y) ly — 0r lys — 0) ` 
we 
et ior , E0, OONO YY): 
° TE nO yay) | 0 


b . $9: 


=f “oc0—yddy s (ws—0 df “ $G) 
t(y1,0,0) NCO, Y2,Y:) 
[tey 0,000, Y2,Y3)f 


t0, 0,0 @n(0,0,0) 
= $00,0,0) TECO ,0,0nCO,0, of 


“6(ys—0) ys 


=$(x79) tOn (4.3.36》 


得 证 。 
如 果 在 (4.3. 30) 式 中 将 张 量 积 改 为 点 各 ， 又 有 


[| ,#eosapas=| #ooscsyat 
8 L 


025, 若 t 和 日 夹 角 为 锐角 ， 

一 40， 若 工 不 穿 过 5S， 《4.3.37》 

一 4(xze) ， 3 t 和 日 夹 角 为 钝 角 。 Ls 

求 线 、 面 、 体 NN RAER XNOR 导数 法 则 ， 例 如 
REH ， ee 


fw-xwscodr= -[ec-xjtteodr， 《4.3 .38) 
或 写成 分 量 形式 | 
[sa agod =- [aan a. .3. 39. 


因为 由 (4.3.23) 、(4.3.24) 和 (4.3,8) 并 注意 到 y@dL'=0， V@ 
dS’=0 和 Vy@d/'=0， 我 们 有 


VOEL) =| x) Bas <4.3.40) 
VBE =f yx Bd a. CERTU 
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59(P) =| a-a, (4.3.42) 


从 而 ,根据 (4.3.38) 我 们 得 到 
fivesw woar. ， 


=f{| va Q@dL: goody 
=[,{Jor ex ygo0ar Joar’ i 
=—|{facx—x ev war lear’ 


== |, Wd =S oga, 3.43) 


类 似 地 ” 
Jivescyeoar=—_[ 4voo@as, (4.3.44) 
frar=—f grar, (4.3.45) 


如 果 S=8V， 利 用 散 度 定理 (1.4.17) 和 (4.3.28) ， 上 式 给 出 
ergo0ar =—| groar 


=- pods 
8 
=- fogo, (4.3.46) 
OOO KERE SL Bc O-R REE 
Vy=—6(S), (S=əJ), (4.3.47) 
并 且 总 有 
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8(S)xyv=—ó(V)yvxvg=0. . (4.3.48) 
在 (4.3.44) 式 中 以 又 积 代替 张 量 积 且 令 S 的 边界 为 L， 利 用 
Stokes 公式 (1.4.20) 和 (4.3.23) 得 


fis xvod =| gyo xas 


= 中 4oodL= 一 540D4coar， (4.3.49) 
和 (x) 的 任意 性 又 导致 6- 函数 的 Stokes AR _ 
6(S)xv=—6s(D, (L=0S), ` ` (4.3.50) 
或 pe e a S: Ne 
vx6(S)=6(D, k (4.3.51) 
.. 66 (L) =V88 (S) —5(5) QV. (4.3.52) 


(4.3.48) 和 (4.3.50) 是 一 至 的 ， 因 为 当 S 为 封闭 曲面 时 ， 其 边 
界 收缩 为 一 个 点 。 求 (4.3.50) 的 散 度 ， 对 封闭 的 工 ， 又 得 ， * 
êL =o. (4.3.53) 


第 五 章 ”孤立 缺陷 理论 


在 本 章 我 们 将 运用 -函数 及 其 推广 导出 各 层次 的 孤立 缺陷 理 
论 的 数学 表述 。 我 们 仍 将 采用 第 三 章 开始 时 所 引进 的 假设 ， 并 将 
说 明 在 第 三 章 第 三 节 引 入 的 Frank 向 量 和 Burgers 向 量 的 物 
理 意义 。 


$5.1 孤立 位 错 


设 物体 内 有 一 区 域 部 分 矿 塑 性 地 整体 相对 其 它 部 分 平移 了 一 
个 常 向 量 4， 即 从 斑 通 过 S 一 9F 时 〈 设 这 是 3 的 正方 向 ) 有 一 跳跃 
增 量 [u]， 这 时 物体 的 塑性 位 移 是 

uP(x)=[u]ó(F), (5.1.1) 
这 里 用 到 6() 的 性 质 (4.3.20)， 这 种 情况 的 塑性 畸变 为 
B'(x)=u'@vy=[u]@ó(/)v 
=—[u]@5(S)=—4@5(S), (5.1.2) 
这 里 用 到 了 6- 函 数 的 散 度 定理 (4.3.47)。 从 上 式 可 见 ， 畸 变 集 
中 在 交界 面 $ 上 。 若 S 不 是 封闭 曲面 ， 但 通 到 边界 上 ， 可 以 认为 
曲面 3 可 延 拓 到 体外 而 形成 一 个 封闭 曲面 这样 可 以 认为 
(5.1.2) 式 对 不 封闭 的 曲面 S 也 是 成 立 的 。 记 这 个 不 封闭 的 曲 
面 5 的 边界 为 L=9S， 其 正方 向 与 5 的 法 方向 成 右 螺 旋 。 因 为 逆 
性 畸变 "集中 在 S， 且 跳 联 增 量 为 平移 ， 我 们 有 所 请 孤立 位 错 。 
工 称 为 位 错 线 , 取 任 意 绕 过 上 的 闭 回路 4， 它 在 点 x4 穿 过 S$，A 的 
正方 向 与 5 在 点 x4 的 法 方向 n 夹 角 为 锐角 。 利 用 〈4.3.37) 式 得 
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$ d[6(S)dA]=4, (5.1.3) 


由 张 量 积 的 定义 
d[6(S)dA1=[d@6(S)]dA=—B”dA, (5.1.4) 
再 应 用 Stokes 公式 和 “(3.2,2) 得 到 
4 一 中 praA= |。B"xv)dz= — | aaz, (5.1.5) 
其 中 3 是 4 所 张 的 曲面 。 
在 第 三 章 我 们 讲 过 Burgers 向 量 的 定义 为 
b= 一 | .e+xx odz. (5.1.6) 
在 纯 位 错 情 形 ，9 二 0， 故 比较 (5.1.6) 和 (5.1.5) 知 
b=4, (5.1.7) 


即 在 孤立 位 错 中 Burgers 向 量 就 是 S 面 下 面部 分 相对 于 上 面部 
分 的 整体 相对 位 移 。 若 设 马 的 法 向 量 为 N，d3=Nd 区 ， 


b=-f aaz, . (5.1.8) 
当 了 >0， 取 极限 得 到 
be —aN, (5.1.9) 


这 一 关系 式 正 是 类 似 于 应 力 向 量 和 应 力 张 量 之 间 的 关系 t=oN， 
由 此 知道 若 给 出 x8， 则 穿 过 某 一 曲面 了 的 位 错 线 对 应 的 Burgers 
测量 b 可 由 % 作 用 于 N 给 出 。 用 6- 函 数 的 Stokes 定理 (4.3.50) 我 
们 又 有 

e=—B”xvy=[b@8(S)]xyg=—b@5(L), (5.1.10) 
它 表 明 在 孤立 位 错 的 情形 ， 位 错 密度 张 量 除了 位 错 线 工 外 处 处 为 
零 。 而 且 由 于 在 L 上 6(L) It (位 错 线 L 的 方向 )， a 是 由 b 和 6(L) 
《位 错 线 方向 ) 的 张 量 积 来 描述 的 。 当 b6() 是 刃 型 位 错 ， 而 
beL 是 螺 型 位 错 。 一 般 地 ，b 是 常量 ， 但 由 于 在 己 上 + 随 点 而 
变动 ， 位 错 的 状态 可 以 不 一 样 ， 是 以 上 两 种 标准 型 位 错 的 组 合 。 
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如 果 在 4 内 包含 有 若干 条 孤立 位 错 线 L=8S, Burgers 向量 
就 是 各 个 S 面 两 侧 位 移 间 断 量 的 向 量 和 


b=5b= | Tbs ka, (5.1.11) 

B(x) = 7 b.®5(5), 3 (5.1.12) 
7 i 

q=—B'xv=> b @5(L). (5.1.13) 


第 三 章 讨 论 的 连续 位 错 现在 就 可 解释 成 位 错 线 连续 充满 整个 物体 
的 情形 ,将 (4.3.53〉 应 用 于 《5.1.10) 式 再 次 得 到 连续 性 方程 

ay=0, (5.1.14) 
此 时 位 错 线 L 是 封闭 曲线 ， 在 物体 内 没有 始终 。 


$5.2 MK 


类 似 于 8 5.1， 进 一 步 设 物体 的 某 一 部 分 V Ee kR 
于 其 余部 分 不 仅 平移 了 d， 而 且 转 动 〈 相 对 于 某 点 x"》 帆 ， 则 这 部 


分 各 点 x 的 位 移 就 是 w 
` d 十 由 x (x—x’") (5.2.1) 
而 整个 物体 各 点 x 的 塑性 位 移 可 用 体 6- 函 数 表 成 
u7(x) 一 [4 十 由 x (x 一 x9)]6( 矿 ) 。 (5.2.2) 


由 散 度 定理 ， 并 注意 到 
[Yx (x@VY)]6(F) =p xl) = eps), (5.2.3) 
我 们 得 到 塑性 畸变 为 
Be) =u” (x) @v 
一 一 [d 十 业 X (x—x°)]@6(S) — ép) 
=B— ep), (5.2.4) 
其 中 
BLd+yx (x 一 xz)1@5(S)。 (5.2.5) 
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由 此 可 算出 塑性 转动 向 量 


O?(x) 一 一 ; &W*—=— A ep? 


=— etp). (5.2.6) 


如 果 用 上 标 “S" 和 “A”" 分 别 表示 相应 张 量 的 对 称 和 反对 称 部 分 ， 
则 塑性 应 变 和 塑性 弯 扭 分 别 为 
er 一 Be 一 ps， (5.2.7) 


=°=0r@y =— + ëB@v—V@5(S) 


=—Leñ@v+š, (5.2.8) 


其 中 。 
$=—y®5(5). o o (5.2.9) 

可 以 看 到 应 变 和 弯 扭 都 集中 在 交界 面 S 上 ， 因 为 8 和 $ 均 由 面 6- 函 
数 5(S) 表 示 。 ` 

在 孤立 缺陷 的 情形 ，e” 和 Z" 是 给 定 的 不 协调 应 变 和 弯 扭 ， 
《这 意味 着 塑性 位 移 和 塑性 转动 是 不 可 积 的 ， 即 已 不 能 表 成 经 典 
的 点 函数 了 )。 我 们 设想 存在 着 与 之 反 号 的 弹性 应 变 e 和 = 使 总 畸 
变 仍 是 协调 的 。 于 是 根据 公式 《3.3.12~13) 可 以 用 (5.2.7) 、 
(5.2.8) 计算 出 刻 划 位 错 的 各 量 b. Q 《以 及 ag、9)， 比 较 它们 
与 4、 册 的 关系 ， 从 而 解释 它们 的 物理 意义 。 

由 定义 ，Frank HRA BA § 5.1 中 的 回路 ) 


9=$, Zda = 一 中 =eay 
=$ [zbere a, (5.2.10) 


将 Stokes 公式 《1.4.20) 应 用 于 第 一 项 
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feebeva=-Ü[ tcebevxv1ds=o, 


; (5.2.11) 
并 将 《5.2.9) 代入 第 二 项 ， 根 据 4.3.3 我 们 有 
=f [VBE dA 
= 中 [6(CS)aA] 
=u. ; I (5.2.12) 


这 里 用 到 -4 的 正方 向 应 与 S WE bin. 故 Frank 向 
量 9 即 相对 转动 向 量 中 。 现 在 来 计算 Burgers 向 量 


=$, [e+xx=] dA= -$, [e° +xxS']dA, 


(5.2.13) 
将 《5.2.7)，(5.2.8) 代入 并 注意 到 I 
xx[ -去 (4:p)@v] 
=—+#x@[(efy@v) 
一 xl 
=B2+(xB2) QV, (5.2.14) 


所 以 . 
=G [i+xx (-Teñ@v+$)|A 


=-6, [全 二 B+ CË) @v+xx$1dA- (5.2.15) 


类 似 于 〈5.2.11)， 上 式 第 三 项 积分 为 零 ， 又 考虑 到 Be 十 人 一 站， 
并 且 将 (5.2.5)、(5.2.9) 代入 ， 注 意 到 申 Xx= 一 6:x@ 中 ， 根 
据 (4.3.37) 得 到 
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b=— ,B+txx dA 
= flite x (x—x°) + 6:x BYIBES)}dA 


= ,(d—wxx) 85)dA 


一 由 一 由 xxo。 (5.2.16) 
将 (5.2.12) 代入 得 塑性 平移 向 量 由 和 Burgers 向 量 b 的 关系 
d=b+Q0xx ， (5.2.17) 


HIE, bT R 81622, E 
依赖 于 x 的 选取 , 根据 Frank 向 
HA Burgers 向 量 的 定义 ， 它们“ 
都 是 对 弹性 变形 量 的 回路 积 分 ; 
用 Volterra 的 沿 母线 切 开 的 圆 
简 模 型 就 可 以 得 到 关于 d 和 中 的 
解释 ， 见 图 5-1， 面 5 的 法 向 n 和 
回路 4 的 正 向 t 夹 角 为 锐角 .位 错 
线 [ 与 4 成 右 螺 旋 , 对 照 (2.2.10) aia 

和 (2.2.11) 式 我 们 着 到 ，d 和 中 分 别 是 切面 S 上 面部 分 相对 下 
面部 分 进行 了 的 非 协调 的 相对 弹性 位 移 [由 和 相对 弹性 转动 [o]。 

下 面 计算 位 错 密度 < 和 向 错 密度 6。 因 为 


ex y=" Qy: é, (5.2.18) 

(tr27)1—3°*= Z”: 6, (5.2.19) 
(3.2.19) 式 可 以 改写 成 

a=— (eQ — 6Z”): €, (5.2.20) 


将 (5.2.7)、 (5.2.8)、(5.2.5) 和 (5.2.9) 依次 代入 得 
“= 人 ver ++ éé: Bgv 4): 6 


=— 68y +8- b: 6 
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=—[B@v + 4p@5(S)): 6 
一 ({[d+ 电 x (x —x9]@8(S))@v + EYDES): 6 
一 {[d+ 申 x (x—x9]@[6(S)@v]— OS) 
+&@@50S)h: é 
=[d+ x (x—x°% 1@[6(S)@g1: 6 
一 [d+ 申 x (x —x°% ]@[8(S) xy] (5.2.215 
利用 (4.3.50) 和 “(5.2.12)、(5.2.16) 最 后 得 到 
a=—[d+yx (x 一 x9)]Q65(E) 
=—(b+Qxx)@58(L). (5.2.22) 
将 (5.2.8) 代入 定义 (3.3.1) 并 利用 (5.2.9》 和 (4.3.50) , 
又 得 
6= 一 ="xy= 一 xy=Q@5(S) xy 
=—V@sS(L=-—Q@5(5, ` (5.2.23) 
与 孤立 位 错 情 形 不 同 ， 为 了 刻 划 缺陷 线 上 一 点 的 孤立 缺陷 的 位 错 
密度 ， 除 了 Burgers 向 量 和 缺陷 线 上 的 6() 外 ， 还 需要 Frank 
向 量 Q。 而 向 错 密度 则 完全 由 Frank 向 量 Q 和 位 错 线 上 刻 划 。 类 
似 地 ， 若 Qt 是 模型 向 错 ， 若 Q 上 t 是 招 型 向 错 。 一 般 情 况 是 混合 
型 的 。 至 于 位 错 情况 就 比较 复杂 ， 但 仍 可 分 成 刃 型 和 RR 
Be: c A 
由 (3.3.4) # (5.2.13) 得 6 的 反对 称 部 分 94 的 对 偶 


== yq. 1 ç 
0=—y é: 0=7 ELPRE] 


- =+%x5(UD. (5.2.24y 


将 (4.3， 53) 应 用 于 (5.2.22), (5.2.23) 再 次 得 到 连续 性 方 
程 
ay 一 一 {[d+ 电 x (x—x")]Q6(L) fy 
一 一 #x5(Z) 一 一 29， (5.2.25) 
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6V9= 一 ($Q5(LZ))9=0。 - . (5.2.26) 
故 一 般 情 况 ，& 是 有 源 的 . -位 错 线 可 以 起 始 或 终结 于 向 错 。 只 当 
下 1/t 即 ay=30; 才 是 无 源 的 ， 此 时 是 模型 向 错 。 根 据 纯 位 错 的 
连续 性 方程 a9 二 0， 我 们 可 以 得 到 类 似 于 电路 中 的 Kirchhoff 定 
律 那样 的 位 错 线 网 络 的 守 伍 律 ,类 似 地 , 从 连续 性 方程 (5.2.25) 、 
《5.2.26) .又 可 得 缺陷 线 网 络 的 守恒 律 ， 这 里 就 不 多 说 了 。 

从 (5.2.22)、(5.2.23) 可 看 出 ， 除 了 在 缺陷 线 上 之 外 ， 位 错 
密度 和 向 错 密度 处 处 为 零 、 如 果 在 回路 4 内 包含 若干 条 孤立 缺陷 
RL=ðS, 则 每 条 缺陷 线 上 有 d 和 岂 ， 如 果 选 定 一 个 x"，Frank 向 
量 和 Burgers 向 其 就 等 于 

ay (5.2.27) 


TEE en sa (5.2.28) 


客 易 利用 上 面 的 结果 及 '(4.3.37》 st, H Frank 向 量 Q、 
Burgers 疝 量 b、 位 错 密度 和 疝 错 密度 6 在 连续 分 布 缺 陷 时 的 关 
系 (3.3.14}、(3.3.15)， 对 孤立 缺陷 的 情形 进行 证 明 。 因 为 将 
(5.2.22)、(5.2.23) 代入 (3.3.14) 和 3:3.15) 的 右 端 妈 得 


-aaz= |.oxscdz=o，， (5.2.29) 
-| .e+ kx 0)dy 
=f .ce+ex x)@6C(L)+ x x AQEL) IdE 


=| h@supas=h, I (5.2.30) 
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85.3 离散 位 错 环 和 缺陷 环 


金 相 分 析 常 观察 到 位 错 或 缺陷 以 小 片 形 式 出 现 ， 这 就 是 上 面 
两 节 提 及 的 孤立 位 错 或 孤立 缺陷 ， 只 不 过 有 为 数 众 多 的 S4(i 一 1， 
2，…)， 其 边界 L, =89S, 在 物体 内 具有 封闭 的 环 (不 一 定 是 圆 环 ) 
的 形状 ， 称 为 位 错 环 (dislocation loop) 或 缺陷 环 (defect 
loop). 对 于 离散 位 错 环 和 缺陷 环 〈 也 可 过 湾 到 连 续 的 )， 我 们 
引进 另 一 些 描述 的 量 ， 并 给 出 这 些 量 和 至 今 提 到 的 量 的 关系 。 

先 谈 位 错 环 。 位 错 环 S$1 可 以 夏 作 是 物体 内 的 一 个 截面 ， 在 法 
向 m 的 那 一 面相 对 另 一 面 进行 了 非 协 调 的 相对 位 移 d, (=b). 由 
于 Si 很 小 ， 可 署 作 截面 有 唯一 的 m。 每 个 位 错 环 St 具有 一 个 确 
定 的 Burgers 向 量 b,。 和 如 果 bs 平 行 于 ns， 我 们 有 柱 型 位 错 环 ， 若 
b, 垂直 于 nt， 则 有 滑动 型 位 错 环 。 应 注意 这 两 个 是 位 错 环 的 整体 
性 概念 ， 区 别 于 螺 型 或 刃 型 位 错 。 后 两 者 是 在 位 错 线 上 一 点 的 位 
错 类 型 ， 在 同一 位 错 线 上 位 错 类 型 可 随 点 而 异 ， 因 而 只 是 点 的 概 
念 。 


图 5-2 图 5-3 


在 §5.1 中 的 孤立 位 错 情 形 ，Burgers 回路 比 位 错 线 回 路 小 
得 多 ， 可 以 看 成 是 位 错 线 上 穿 过 Burgers 回路 4 所 张 的 曲面 了 
《如 图 5-2)。 现 在 由 于 54 相 当 小 ， 任 取 一 回路 4， 它 穿 过 一 系列 


“Tl. 


位 错 环 S,(i 二 1,2,…，n)，( 见 图 5-3)， 仍 按 图 5-1 的 方式 定向 ， 
用 (5.1.11) 可 以 算出 这 回路 穿 过 的 S, 的 4 的 总 和 ， 它 等 于 4 的 
Burgers 向 量 : 

b= b= b,@66S4A 


i=l “ 


= 中 [三 wescso ja. ` (5.3.1) 


引进 Y= b:@65(S1)， 称 为 位 错 环 密度 张 量 ， 于 是 “ 
. tm 


' =$, Yah= vtd4. ITU 


公式 〈5.3.2) 最 后 一 个 积分 的 被 积 函 数 Yt 是 在 回路 -4 上 单位 长 
度 线 段 所 穿 过 的 各 位 错 环 的 Burgers 向 量 之 向 量 和 ， 因 此 Y 称 为 
位 错 的 环 密度 张 量 ， 它 是 物质 点 x 的 函数 , 且 在 回路 4 之 外 处 处 
为 零 。 上 式 又 可 写成 


Y(x)=b(x)@56(S) (5.3.3) 
这 里 
| ` S= Ü S, (5.3.4) 
是 各 位 错 环 截面 S( 的 并 集 。 
` b, *A4x€S,,` 
boo= { 6.3.5) 
0, YES 


作 体积 分 并 利用 (4.3.28) 得 
Teow= 人 oo@scdr 
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=|s bds 
=E Sf ds 6.3.0) 
; i 


从 而 
meany= t Zb gf d$,. (5.3.7) 
Y E SiV) Qj 


它 给 出 体积 矿 的 位 错 平均 环 密度 。 积 分 区 域 S.V) 表示 只 对 包含 
在 内 的 那 部 分 S, 积 分 。 

另 一 方面 ， 若 令 d5 二 Nd5, 由 (5.1.8) 有 
b= 一 ,ahdz=- f| saz, 6.3.8) 


这 里 0 也 是 点 x 的 函数 ， 它 给 出 该 点 的 位 错 的 状态 ， 即 给 出 过 x 点 
的 任意 单位 截面 所 穿 过 的 位 错 线 bs 的 总 和 。 对 〈5.3.2) 中 第 一 
个 积分 应 用 Stokes 公式 〈1.4.20) 得 


b= ,rdn= -| x yas. (5.3.9) 
再 与 (5.3.8) 比较 得 
a=Yxvy, (5.3.10) 


它 给 出 刻 划 位 错 状态 的 gc 和 刻 划 位 错 环 状态 的 Y 之 间 的 关系 。 
现在 讨论 离散 缺陷 环 。 完 全 类 似 地 ， 回 路 4 〈 它 穿 过 缺陷 环 
S,G=1, 2, =, n)) 的 Frank 向 量 为 


a= o= f, LAOS dA 
iat tal 


=f tan =$ tta, O 631D 
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其 中 
. 
t= 9,@6(Sp) (5.3.12) 
f=1 


称 为 向 错 环 密度 张 量 。(5.3.11) 最 后 一 个 积分 的 被 积 函数 Lt 给 
出 回路 4 上 单位 长 度 穿 过 的 缺陷 环 的 Frank 向 显 的 向 量 和 。 同 
样 可 以 引进 

Q, x€S, 


og00={ (5.3.13) 
0, x€ S, 
和 

s= ú S. (5.3.14) 
于 是 (5.3.12) 可 写成 

L(x) =0(0x)@6(S) (5.3.15) 
并 且 有 

1 | 
meang =p Eafe dS. (5.3.16) 


各 式 的 意义 类 似 于 位 错 环 ， 此 处 不 再 重 述 。 应 用 Stokes 公式 
《1.4.20) F (5.3.11) 并 和 (3.3.14) 比较 又 得 向 错 密度 6 和 


向 错 环 密度 ! 的 关系 

9= xy. (5.3.17) 
RAUF 〈5.3.8)， 也 有 

a=- | eNaz, I (5.3.18) 


及 相应 地 得 6 的 一 个 物理 意义 ，8 作 用 于 曲面 3 在 x 点 的 单位 外 法 
向 量 N， 给 出 通过 x 点 的 该 曲面 3 单位 面积 的 各 缺陷 线 的 Frank 向 
量 的 向 量 和 。- : 


Er 


余下 的 就 是 对 缺陷 情形 的 位 错 环 密度 Y 的 讨论 ， 让 我 们 计算 
A 穿 过 各 S, 的 相应 点 x, 的 非 协 调 的 相对 弹性 位 移 之 和 (用 到 
(5.2.17) 和 (4.3.37))， 


Y [d +Q x (xs—x")] 
r= 


= (b +Q Xxx) 


=b +Q xx, 


tml 


= E b+ x @6GSodA 
t=l 


=$ van, 6.3.19 
这 里 
ŽD tax x)@s8(So, ` (5.3.20) 
或 I I 
Y(x)=[b(x) +Q(x) x x]@86(S), (5.3.21) 


式 中 各 量 意义 同 (5.3.4)、(5.3.5) 和 (5.3.13)。 利 用 (5.2. 
30), (5.3.17) 和 Stokes 公式 可 以 将 (5.3.19) 改写 为 


P E Rx 80s , 


一 一 b 一 | 1 
b fxwas 
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=| [a—¥Yxy+(trt)l—L*ldz 


=| [a+xx xy) -Y xy]dz 
J, 
+| .ce xk) xydz， (5.3.22) 


其 中 用 到 恒等式 

xx(Lxvg)=(xxl1)xwvg+(tri)I—L*, (5.3.23) 
再 应 用 Stokes 公式 于 GS.3.22) 的 最 后 一 个 积分 ， 并 将 6.3. 
12) 代入 得 


| xt) xydł= -$x xtaA 


=- 中 , 王 xxo@s(sodh， 
4 
(5.3.24) 
和 (5.3.22) 比较 得 到 对 任何 张 在 4 上 的 曲面 区 均 成 立 的 
f a-y v+ GCeb1—u"lds=o, (5.3.25) 


从 而 ， 我 们 有 在 缺陷 环 博 形 位 错 密度 x 和 位 错 环 密度 Y 和 向 错 环 
密度 4 的 关系 式 

a=Y xy — (tri) +4*. (5.3.26) 
将 (5.3.17), (5.3.26) RA (5.2.30) 并 利用 Stokes 公式 得 
到 


b= 一 .ivyxv 一 (trbI+E+xXQxm]dz 


= [Tax xydz 
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= 中 ,w+xxDan， (5.3.27) 


TER HDMY, L09235. BREARMHE 2? 、e” 和 5、Y 的 关系 . 比 
$ (5.3.17) 和 (3.3.1), (5.3.26) 和 (3.2.19) 得 ， 
(E? +i) xy 一 0， (5.3.28) 
(ee+Y)xWV—tr(ZP'+1)|+(ZP+1)*=0, (5.3.29) 
因为 张 量 方程 8 xy 一 0 的 解 为 B=o"@QV， 这 里 @” 可 以 是 任意 向 
量 场 (不 是 〈 不 可 积 的 ) 塑性 转动 场 )。 由 〈5.3.28) 我 们 有 


zZr'=—L+o'@vy, (5.3.30) 
ERAI 和 一 4 可 差 一 任意 向 量 场 o 的 梯度 。 将 上 式 代 入 
(5.3.29) 又 有 

(er 二 Y) xy 一 (orVy)I+WQ@oz 一 0。 (5.3.31) 


为 了 消去 上 式 中 的 9"， 我 们 再 进行 下 面 运算 。 如 果 在 (5.3.23) 
中 以 orQ@VY 代 替 !， 并 考虑 到 oz@VY x v=08 
[xx (@P' @v)]x v + (o"g)l —y@e”=0., (5.3.32) 


上 两 式 相 加 导致 

[e'+Y+xx(@'@yv)]x v=0., ; (5.3.33) 
TÆ, XMF (5.3.30) 

e7 一 一 Y 一 xx (@° QY) +u QY, (5.3.34) 


其 中 由 〈 也 不 是 〈 不 可 积 的 ) 塑性 位 移 场 ) 可 以 是 任意 向 量 场 。 
Uxx (5.3.30) 得 


xxE'=—xxtU+xx(@'@wv), (5.3.35) 
上 两 式 相 加 给 出 
@?+xx=?=—Y—xxL+u QV. (5.3.36) 


(5.3.30) 和 (5.3.36) HTE, Cmt, Y 的 联系 。 可 以 看 
到 每 个 式 子 中 都 可 以 相差 一 个 任意 向 量 场 的 梯度 。 
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85.4 直线 位 错 和 直线 向 错 


本 节 介绍 孤立 直线 位 错 和 孤立 直线 向 错 作为 前 面 介 绍 的 孤立 
缺陷 理论 的 例子 。 

例 1 直线 位 错 

设 在 直线 L 上 有 一 孤立 位 错 。 这 一 位 错 是 由 于 在 通过 以 上 为 
边界 的 无 限 半 平面 $ 有 一 跳跃 位 移 增 量 [u] 二 b 引起 的 。 取 笛 卡 尔 
直角 坐标 系 %ixsxs 使 xs 轴 沿 直线 了 ，S 为 xixs 平 面 上 包含 x, 之 负 轴 
的 部 分 。 指 定 S 面 的 法 向 为 x 的 负 轴 以 符合 右手 螺旋 法则 〈 见 图 
5-4) 。 


图 5-4 


由 (5.1.2) 知 此 时 塑性 畸变 是 
B"(x) 王 一 bQ6(S)。 (5.4.1) 
由 (5.1.10) 知 位 错 密度 张 量 为 
a=—b86(L). (5.4.2) 
写成 分 量 形式 ， 则 不 为 零 的 分 量 有 . 
Bh=biH(—x)6(x), I=1, 2, 3, (5.4.3) 
an=b: Ó(x,) 6(x:), I=1, 2, 3. (5.4.4) 
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这 里 
1, x>0 
How={ (5.4.5) 
0, x<0. 


(xi)6(x:) 表 示 $4.2 介 绍 过 的 6- 函 数 的 直 积 ,为 简单 起 见 已 省 去 
乘 号 *x ”( 今 后 也 这 样 处 理 )。 可 以 看 到 塑性 畸变 除了 在 3 面 上 
以 外 均 为 零 ， 而 位 错 密度 则 集中 在 xs 轴 上 。 下 面 三 个 图 对 应 于 b 
分 别 仅 有 一 个 分 量 不 为 零 的 三 种 特殊 情况 。 


(a) 仅 有 密度 (b) KAER (ce) 仅 有 密度 
an=b,ð(x1)ð(x:) an=b:ð(x1)ð(x1) as=b,ð(x1)ð(x2) 
的 刃 型 位 错 的 丸 型 位 错 的 螺 型 位 错 
图 5-5 


当 久 一 名 一 0， 而 久 近 0， 这 时 位 错 可 君 成 是 由 于 由 面 分 开 
的 上 下 部 分 沿 x: 方 向 产生 相对 移动 而 形成 的 刃 型 位 错 。 Hi Burgers 
拘 量 b 和 位 错 线 所 张 成 的 平面 叫 滑 移 面 。 因 此 ，$ 面 是 滑 移 面 。 

当 b 二 bs 二 0， 而 b, 二 0。 这 时 位 错 可 看 成 是 由 于 由 S 面 分 开 的 
上 下 两 部 分 沿 x 方向 产生 相对 移动 而 形成 的 ， 它 也 是 刃 型 位 错 。 

当 b 一 b, 二 0 而 bs 二 0， 位 错 是 由 于 由 5 分 开 的 上 下 两 部 分 沿 x， 
方向 产生 相对 移动 而 形成 的 。 由 于 Burgers 向 量 与 位 错 线 平行 ， 
这 是 螺 型 位 错 。3 面 是 滑 移 面 。 实 际 上 ， 此 时 过 工 的 任意 平面 都 
可 看 作 滑 移 面 。 因 此 螺 型 直线 位 错 有 无 数 多 个 滑 移 面 。 

我 们 看 到 ， 在 本 例 中 位 错 密度 张 Bt a 是 满足 连续 性 方程 
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(5.1.14) 的 ， 
Gi, =0, (5.4.6) 


如 果 取 在 xixs 平面 上 以 原点 为 中 心 、 半 径 2 a #J B| fE 7; 
Burgers 回路 4 〈 见 图 5-4) ， 那 么 ， 我 们 有 


-$ Br dLs=— biHC—x06G0dL=b, (5.4.7 


[.z as = { bd ) dx) drdxa =b, (5.4.8) 


这 和 (5.1.5) 是 一 致 的 。 同 样 可 将 (3.1.1) 式 应 用 于 求 孤立 位 错 的 
不 协调 度 张 量 ， 在 本 例 中 不 协调 度 张 量 不 为 零 的 分 量 为 


qms CANE 


(5.4.9) 
N= Ledai, 
ms =b,0(x,)0 Cx) —b,07(x,)0(x;), 
这 里 已 出 现 9- 函数 的 导数 。 它 是 按 (4.2.0) 定义 的 。 易 见 这 些 
分 量 也 溉 从 连 钛 性 方程 (3; LDA): ! 
na, =0. (5.4.10> 
如 果 我 们 只 讨论 无 体力 的 各 向 同性 无 界 物质 ， 它 满足 平衡 方 
程 
oy=0 (5.4.11) 
P AA EER 


o= 2G(e+ 1 


str el), (5.4.12y 


这 里 G 是 拉 梅 系数 ，v 是 泊 松 比 。 我 们 可 以 计算 出 直线 位 错 相应 
的 弹性 场 。 运 算 表 明 ， 总 位 移 u? 所 满足 的 偏 微分 方程 (3.1.8) 此 
时 变 为 


1 2 
uiu t TB lu =e + TY (5.4.13) 


. 80 ° 


ün NH 


对 x+ 微分 上 式 得 
1 一 > 
152 h 

加 拉 普 拉 斯 算 子 于 (5.4.13) 式 两 边 又 得 到 


Pehe (5.4.14) 


i maa ei 
uias =E + + 


+ 2v 
Ui jjer + rm uapa =2eh ,sss +z GRE 
(5.4.15) 
联合 (5.4.14) 和 (5.4.15) 式 得 到 


1 y 
T P P = P 
Us gyer td — Ty “ii 十 本 二 27 t, ° 


(5.4.16) 
另外 ， 由 (4.3.2) 式 我 们 有 
uoo =| daouad", 6.4.17 
将 恒等式 《参见 (4.2.11)) 
去 Ix’—x| ,sn+O(x’—x) =0 (5.4.18> 
代入 (5.4.17) 经 多 次 分 部 积分 得 到 ， š i i 
aos- f, wi , pul dV” 
一 一 af |w —x ut gsr dV” (5.4.19) 
= gm ly CM € ,. 44. 


这 里 带 撤 号 的 下 标 六 等 表示 对 积分 变量 的 微分 。 为 了 保证 面积 分 
在 无 穷 远 处 等 于 零 ， 已 要 求 :《1> 当 R=|x’ 一 x| >o%0,4uT(R)->0。 
<2>34R-> co, el,(R) 比 R-' 更 快 地 趋 于 零 。 将 (5.4.16) 代入 
《5.4.19) 式 并 经 过 多 次 分 部 积分 后 得 到 


ui (x)= -_ fR [ 2e gyae (X) -ghne a) 
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让 — GEP veron Jav” 
= [2R rerea -h Res eha) 


+ Rsset a Jav’. (5.4.20) 


图 5-6 


如 果 我 们 如 图 5-6 那 样 取 极 坐标 使 得 g 是 单 值 的 ， 然 而 在 S 面 上 有 
间断 [$] 二 2x， 将 (5.4.3) 的 对 称 部 分 e?y 代 入 (5.4.20) 经 计算 得 
P= $ xi X: 
“=b, [> tua p] 


b. EH 
+ga 0-2 np+ =]. 


a=- pep- 二] (5.4.21) 
b, 加 
tarl- asar] 
= bó 
ar 


RB SRA 


SA 


应 注意 由 于 我 们 的 角度 4 的 选 法 ， 式 中 包含 g 的 项 正好 反映 了 在 S 
面 上 位 移 的 跳跃 。 由 B= 二 B" 一 ?二 u"@V 一 B" 经 计算 《注意 求 导 


数 是 在 广义 函数 的 意义 下 进行 的 ) 得 到 


[a-2 -4 +2 iz] 


Haii e b, 
Pu=— 4r(1 一 >) Pp 


b; x — xii 
T+ GQ [a 29 r pt } 


Se x, xx; 
bu= ü) [6-2 pt -2% axi] 


b x x, 
e 2 + 28 E], 
ps=0, 


pbu=— rêl- 2) z pari 
x; x x, 
-rele-m 
E? LHE? 
p= neyle- 5 -7 | 
x LH 
tpl- z+], 
B. =0, 
B. =b 


(5.4 22) 
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eu=Pun, 


@22=P,,, 
s b, Xi _o X% 
b, tyla -eti 125 
— fav) F r 
b 
e= a , 
bsx: 
tyme dro’ 
3 =0, 


(5.4.23) 


RAF XIE3W3sinG. 4.12) 最 后 得 到 直线 位 错 的 应 力 场 是 


Gb x. EHE? 
o=- palat] 


Gb, _ 1 
taa O 2 Pt 


man] 
Gb, EAH 
taaalo t o 
= b,x. b,x; 
s = -reet 1%: Ee 


Gb, % xx; 
u=; au ər 2-6 -] 
ed Gb, [地 Xa 一 2 Xiks 
2r(1 一 六 L p pr 小 
Gb Gb 
s O=- ae 


gp 


(5.4.24) 


可 以 验证 弹性 畸变 (5.4.22) 将 满足 基本 几何 法 则 (3.2.5)， 而 应 
力 场 (5.4.24) 满 足 无 体力 的 平衡 方程 (5.4.11)。 和 塑性 畸变 B 了 ?不 
同 ， 弹 性 畸变 和 应 力 场 除了 位 错 线 之 外 处 处 连续 可 微 。 最 后 我 们 
还 可 以 得 到 弹性 转动 向 量 为 


b. 
o= zo 
b 
O: 一 isa, (5.4.25) 
bix, bixa 


H2 HRR G) 
我 们 再 讨论 在 直线 上 的 向 错 ， 仍 然 像 图 5-4 那 样 选取 笛 卡 
尔 直角 坐标 系 xixsxs， 为 简单 起 见 ， 设 (5.2.1) 式 中 d=0，x" 二 0， 
即 向 错 轴 通过 原点 。 此 时 Frank 向 量 9 等 于 相对 转动 向 量 p. m 
Burgers 向 量 b 一 0。 由 (5.2:4)，8B 不 为 零 的 分 量 为 
bama H (xdi, . 
Ba = (Q,x,— Qx) H (—x,)0(x;) , } 
B= — Nx H (~x) Cx) , 
4622580 E 
Su=QH (—%) 60x) , Š 
n=, H (=x) åC), } (5.4.27) 
Bs = QH —x,)ó(x;), 


于 是 由 (5.2.6) 和 (5.2.7)， 非 零 的 塑性 应 变 和 塑性 弯 扭 分 量 分 别 
是 ， 


(5.4,26) 
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el, = AH (a)i, 
et =(Q,x,—Q,x,) H (—xi)Ó(a4), (5.4.28) 


el =— 9 Haas 


ET = —T19,H(—xD6(x), 


n 


h= Qa HC —x,)0”(as) 


+Q,H(—x,)Ó(x;), 
El, =Q,H(— x)(x), 
PORE | (5.4.29) 
Sh= gSa), 
Apm- TQ H r a) 
+Q,H(—x,)0G3), 
El,=—19,H(—z06G0). 
由 (5.2.21) 和 (5.2.22) 位 错 密度 张 量 和 向 错 密度 张 量 不 为 零 的 分 


量 分 别 是 ， 
ai =Q,x,0(x,)0(x,), 


Gi =—Qxs0(x,)Ó(x1); } “9 
和 

0 一 016fxD)6(xa)， 

Ors =Q, Âx) Âl), } (5.4.31) 

Oss =N Cx) C(x). 


可 见 ， 缺 陷 密度 集中 于 xs 轴 。 同 样 我 们 有 和 & 中 仅 有 一 个 分 量 不 为 
零 的 三 种 特殊 情况 (5-7) , 


(a)fh=0Q,=0 (b)Q =N= (=0=0 
图 5-7 


当 扣 二 ,二 0，, 夺 0， 此 时 Gss，91s 不 为 零 。 因 为 QLt， 是 
图 5-7(a) 所 示 的 扭 型 向 错 ， 

当 人 三;=0，99, 二 0， 此 时 仅 有 04s 和 Gas 不 为 零 ， 且 Q Lt, 
是 图 5-7(b) 所 示 的 扭 型 向 错 ， 

38Q,=9Q,=0, Q,0, WHRA 0 不 为 零 ， 因 为 Q/t， 是 
图 5-7(c) 所 示 的 模型 向 错 。 

ARE, EAH, am 9 确实 满足 连续 性 方程 (5.2.24) 和 
《5.2,25)。 此 时 ， 一 般 地 8 是 有 源 的 。 仅 当 Q 1/t， 即 在 图 5-7(c) 
芍 模 型 向 错 的 情况 ，a 才 是 无 源 的 。 

类 似 于 例 1， 对 无 体力 的 各 向 同性 无 界 物质 ， 可 以 求 出 总 位 
移 为 


1 
u= - = [a-p z] 


XX 


ó 
taal taaa 
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-o [2 — 12 -2 «(op—1)], 


2m dx(1—») 

7 一 一 $ _ xm 

3 anl irde (5 1.32) 
(7,xs 


[a—291n6+ z-] 


— 4n(1—) 


+a | $ +g lno- v], 


_ [x$ _ 1-2 
-9 >= ry D] 


一 人 atada x (lnp— D]. 


TES 


其 中 由 于 极 坐 标 系 $ 和 Pp 的 特殊 选 法 ， 使 包含 # OEA T a. 
S 面 上 的 位 移 的 跳跃 。 
对 (5.4. yau ass 


T am x: x x 
Ph,=— Tele- 2-8 a] 


— Qs 
4z(1—>) 


[a-z z me 


ta- resla- 2)lnp+Ž a], 


= aap 0-a- +i] 


Q,x: xi x. 
+z Le 2”) 3 二 2 | 
+Q,x,H(—x,)ó(%,) 
of $ 272 

aj traal 


88- 


3 
br- gipa] 


é xx 
tal taaa) 


A= 22 [e- 8-2] 
-aL k +z] 
+a- koir (5.4.33) 
-amtoa 
| 
taaa 1 


oe (—%1)6(x:), 
= EAA 
Bis -af 2r - sQ] 
x? 
-去 下 [Gzip+ ], 


Bi = 一 [G —291a6+ =] 


4z(1—v) 
= [去 一 xx: 
aL 2r hrar 
ERA 
bsa [tua] 


. 89> 


-ia ?lap+ 21-] 
—Q,x,H(—x,)ó(x), 
pf 一 0。 
由 8 一 67 一 6 一 gz? 一 6” 得 到 弹性 应 变 是 


A,x, Loy) ŽL XE 
e=- ta- ae la 2) or 2%] 


A,x, Xs 的 
-za p [a-25-8 + 2815] 


ti 
+ 村 azolap+ P } 


x xxi 
e=- Z Q [a-25 +244] 
gs E XiXs 
[om 六 
xi 
tiat a L25919 + L], 
ess 一 0， 
= a, [ x XX 
espanol p e] 
+ xs [Z-a R LARA 
47(1—5) pt ] arao 


A, = i 
e=- pa yl- a] 
PERNA 
4z(1—v)p" 
Qan h 
4n(1—v)o 4r(1—») 


十 


pm 
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(5.4.34) 


° [a-zo], 


Lut TE 4.12) 得 到 应 力 分 量 ， 


Qi s 


Ta 


Css 一 


Cl 一 


G, = 


Os 


G 
=a 599 


zay aal- Qix (x pt — 21x3) 


—Q,x (XP+ 2x1) 


+9,(p'lnp+ px? + 


270 sya =Q, x (x0 — 2x1 x) 
—Q,x; (x P+ 2xix1) 


+Q9,(p lnp+p’xi + Zz ° z”) 
zamal —vx,(Q,x, + Q,x;) 
+a (2e lnot- zP z”) 


G 
E N 


+Q,x (x0 — 2x123) —9,xua m), 


g 
Pt 
-aaen -Qt!}, 

《1 一 27)pilnp 
一 人 22 + Qixax]. 


(5.4.35) 


容易 验证 这 些 应 力 分 量 确实 满足 无 体力 的 平衡 方程 (5.4.11)。 注 
意 到 在 这 一 例子 中 漳 性 应 变 和 应 力 场 也 与 塑性 畸变 不 同 ， 它 们 在 
向 错 线 以 外 是 处 处 连续 可 微 的 。 
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我 们 还 可 进一步 求 得 总 转动 向 量 


af — LQ, Hea, l 


2r 
Q, 
o= ge 
(5.4.36) 

oT m PaA 02xixs 
` 2mp? — 2mp° 

TQ; HC—x06G) + $, 

和 弹性 弯 扭 的 非 零 分 量 为 
= Aix, 
Tu zp: ° 
= xi 
nT 70 , 
= Osx 
— 2rp2 ° 
=m. = °x 
s= pt 
=. CIEE DR Ge 
= 1P r: (5.4.37y 
— < Q. 

a p +=óco) | 2zp* 
= 0 1 
e — 2 SL raat) ] 

p Qan p Qx, 

TO 2rp2， 

m. = Qa _ Qx, 
s= rp Zro ° 


可 以 验证 弹性 场 (5.4.34)、(5.4.37) 和 缺陷 密度 (5.4.30)、 
《5.4.31) 间 满足 基本 几何 法 则 (3.2.23) 和 (3.2.24)。 

应 该 注意 ， 上 面 计算 都 是 在 无 限 均匀 介质 中 进行 的 ， 如 果 在 
有 限 物 体内 ， 则 要 考虑 由 物体 边界 产生 的 影响 。 其 次 ， 所 有 求 导 
运算 都 应 按 广 义 函 数 的 规则 进行 。 最 后 ， 计 算 中 采用 线 弹 性 理 
论 ， 这 还 有 一 个 附加 的 线 弹 性 的 要 求 ， 即 应 变 应 是 足够 小 的 。 注 
意 到 当 p-~>0， 由 (6.4.23) 或 (5.4.34) 表 示 的 应 变 都 趋 于 c。 基 
此 ， 应 存在 一 个 p。， 它 规定 线 弹性 可 应 用 的 范围 。 在 >p 以 外 
区 域 的 材料 是 可 以 用 上 述 办 法 处 理 的 .但 是 在 p<pe 的 圆柱 体内 ， 
则 必须 用 其 它 模 型 ， 例 如 原子 模型 来 计算 了 。 
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第 六 章 ”位 错 的 运动 


86.1 位 错 的 滑 移 和 攀 移 


在 适当 的 能 量 条 件 下 ， 一 个 直 位 错 可 以 沿 着 除 位 错 线 方向 本 
身 以 外 的 任意 方向 运动 。 为 简单 起 见 ， 我 们 以 直线 位 错 为 例 ， 且 
先 讨论 简单 型 式 的 位 错 : 刃 型 位 错 和 螺 型 位 错 ， 一 个 刃 型 直线 位 
错 的 位 错 线 与 它 的 Burgers 向 量 互 相 垂 直 。 位 错 线 与 Bargers 向 量 
所 张 成 的 平面 叫做 滑 移 面 。 一 个 刃 型 位 错 的 运动 称 为 滑 移 运动 ， 
如 果 位 错 运动 速度 是 包含 在 滑 移 面 内 的 。 位 错 的 滑 移 过 程 中 没有 
物质 迁移 ， 只 是 在 运动 位 错 的 后 面 的 原子 依次 重新 排列 。 位 错 的 
另 一 种 基本 运动 形式 叫 输 移 , 这 时 位 错 的 速度 是 垂直 于 滑 移 面 的 。 
殉 移 是 通过 物质 迁移 即 原子 扩散 而 实现 的 。 在 切 应 力 下 位 错 的 滑 
移 是 比较 容易 产生 的 ， 而 原子 扩散 的 攀 移 运动 是 比较 困难 的 。 

螺 型 位 错 的 位 错 线 和 它 的 Burgers 向 量 相 平 行 。 因 此 ， 在 直 
线 螺 型 位 错 的 情形 ， 滑 移 面 是 不 能 唯一 确定 的 。 换 句 话说 ， 螺 型 
位 错 不 象 刃 型 位 错 那 样 只 有 一 个 滑 移 面 ， 而 是 存在 无 数 多 个 滑 移 
面 。 任 一 个 过 位 错 线 的 平面 都 可 以 作为 螺 型 位 错 的 滑 移 面 。 因 
此 ， 螺 型 位 错 线 可 以 保持 平行 于 它 的 Burgers 向 量 而 作 任意 移动 。 
纯 螺 型 位 错 的 运动 总 是 滑 移 运动 ， 在 垂直 于 螺 型 位 错 线 的 晶 面 上 
则 可 和 留 下 任何 形状 的 滑 移 痕迹 。 这 也 说 明 它们 比 刃 型 位 错 更 为 易 
动 。 当 然 ， 不 论 刃 型 位 错 或 螺 型 位 错 ， 由 于 它们 在 晶体 内 的 滑 移 
前 在 晶体 外 表面 做 成 的 永久 变形 则 是 相像 的 。 

位 错 的 运动 可 能 导致 晶体 体积 的 改变 。 设 位 错 线 元 向 量 d$ 在 
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作 移动 dl 之 后 ， 扫 出 一 个 面积 dA 

dA=dSx dl=d An, (6.1.1) 
这 里 n 是 dA 面 上 的 法 向 单位 向 量 。 位 错 的 运动 所 引起 的 晶体 的 体 
积 改 变 为 

AV =dAnb. (6.1.2) 

当 不 引起 体积 改变 时 位 错 的 运动 称 为 守恒 性 运动 ， 而 引起 体 

积 改变 的 运动 称 为 非 守恒 性 运动 。 易 见 ， 对 螺 型 直 位 错 ， 由 于 
ds |b, EA 

AV =dAnb= (dS x dl)b=0. (6.1.3) 
因此 ， 纯 螺 型 直 位 错 的 任何 运动 都 是 守恒 性 运动 ， 它 不 会 引起 体 
积 的 改变 。 一 般 地 ， 守 全 运动 的 必要 条 件 是 mb 一 0， 亦 即位 错 元 
在 它 本 身 与 Burgers 向 量 b 所 决定 的 平面 上 运动 时 ， 位 错 的 运动 
是 守恒 的 。 位 错 的 守 全 性 运动 亦 即 前 面 提 到 的 位 错 的 滑 移 运动 。 
而 位 错 的 攀 移 运动 是 非 守 人 恒 性 的 ， 它 将 引起 体积 的 变化 。 

一 般 地 ， 我 们 设 空间 有 一 个 任意 形状 的 位 错 环 ， 它 的 每 个 线 

元 的 方向 可 以 是 彼此 不 同 的 。 每 个 线 元 dS 都 有 一 个 由 ds 和 它 的 
Burgers 向 量 b 张 成 的 特殊 的 滑 移 面 。 如 果 各 处 的 Burgers 向 量 是 
一 样 的 ， 那 么 ， 这 些 滑 移 面 合 起 来 成 为 以 Burgers 向 量 为 母线 、 
位 错 环 本 身 为 基线 所 展 成 的 一 个 柱 面 蕊 《如 图 6-1 所 示 ) 。 当 然 ， 
如 果 位 错 环 正好 落 在 平行 于 5 的 平面 内 ，3 退 化 为 平面 。 现 在 位 
错 环 能 在 这 个 柱 面 写 上 作 滑 移 运动 。 尽 管 位 错 环 在 这 个 运动 中 可 
以 改变 形状 ， 但 运动 是 守恒 性 的 。 如 果 运 动 中 位 错 环 离开 了 这 个 
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′ 柱 面 ， 则 晶体 的 体积 将 有 所 改变 ， 位 错 的 运动 变 为 非 守 IE 性 的 
了 。 这 时 位 错 环 的 运动 将 包含 攀 移 运动 。 

我 们 在 稍 后 将 看 到 ， 位 错 有 非常 小 的 等 效 惯 量 。 因 此 ， 一 旦 
外 力作 用 超过 产生 滑 移 所 需 的 最 小 值 〈 阔 值 ) ， 位 错 的 运动 速度 
将 急剧 增加 直至 外 力 与 种 种 耗 散 力学 机 制 产生 的 约束 力 间 处 于 动 
力学 平衡 ， 加 速 的 时 间 比 起 位 错 在 障碍 之 间 自 由 运动 的 时 间 要 小 
四 一 五 个 数量 级 。 因 此 ， 位 错 的 运动 可 以 认为 主要 是 匀速 的 。 下 
面 我 们 将 只 处 理 匀速 运动 的 位 错 ， 对 加 速 运动 位 错 的 情况 请 参阅 
有 关 文 献 。 


8 6.2 .在 各 向 同性 介质 中 匀速 运动 的 位 错 


对 在 各 向 同性 介质 中 作 匀 速 运动 的 位 错 的 弹性 场 的 研究 早 在 
30 多 年 前 已 经 开始 ，Frank 和 Eshelby 分 别 考虑 了 匀速 运动 的 刃 
型 位 错 和 螺 型 位 错 。 而 Nabarro 提出 了 研究 在 运动 中 改变 形状 的 
位 错 环 的 运动 的 一 般 方法 。 
首先 我 们 考虑 在 一 无 限 的 各 向 同性 弹性 介质 中 匀速 运动 的 螺 

- 型 直 位 错 。 设 该 各 疝 同 性 弹性 介质 满足 广义 虎 克 定律 


0=Atrel+ 240; (6.2.1) 
其 中 4，/ 为 拉 梅 系数 ， 
e= 半 BY+yG@u (6.2.2) 


是 小 应 变 张 量 。 由 弹性 力学 的 一 般 理论 知 在 无 体力 存在 的 情况 位 
错 的 位 移 场 应 满足 下 列 运动 方程 ， 


uV'u+ (À+u)y (yu) =p 


选取 笛 卡 尔 直角 坐标 系 《x1,%,,xs) 使 xs 轴 沿 位 错 线 的 方向 ，x, 
轴 沿 位 错 速度 向 量 v。 因 为 位 移 向 量 必 有 形式 u= (0,0,4us) ， 这 里 
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昌 2 
a (6.2.3) 


u k3B xi. Mt, RIAA (6.2.3) 中 前 两 个 方程 自然 满 
足 ， 而 第 三 个 方程 退化 为 


ð 2 
(artar 2 u=, (6.2.4) 


这 里 ct= Gu/p) 3 正 是 弹性 横 波 的 波 速 。 
这 样 的 方程 与 电磁 波 传播 方程 类 似 。 它 的 解 可 以 应 用 洛 伦 兹 
变换 求 出 。 
作 变 量 替 换 
xi = (xi —ut) /ps 
Xi = x, 
aak (6.2.5) 
t = (t—vxi/c?) /ps 


这 里 (常数 ) 是 位 错 的 速度 ，yiss 0—0). AA C6.2. RI 
得 到 


Ous Ous 
Ox + -ax TO (6.2.6) 


它 和 静态 位 错 所 满足 的 方程 相似 。 套 用 静态 位 错 的 解 ， 我 们 得 到 
以 速度 v 作 等 速 运动 的 位 错 的 位 移 场 (参见 (5.4.21)， 此 时 b== 
b,=0, b,=—b), 


kez s , -nc<b<m 6.2.7 
其 中 
ctg™! = 当 %>0, 
=l o, 38 =0 E xi>ut, (6.2.8) 
ctg-! —= — Hal. 
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上 结果 代入 (6.2.2) 和 (6.2.1) 得 到 不 为 零 的 应 力 分 量 为 〈 参 见 


(5 4.24)); 


yo 


ub — yn 
O= in Casoy ? 


(6.2.9) 
ub _ y. (z —vt) 
22 (amot) tyi ° 
每 单位 长 度 位 错 的 弹性 能 等 于 


w= 3) (a T) nanas, 


- (5 HE aqasas, 


(6.2.10) 


Dima 


由 于 静态 位 错 的 应 力 场 对 于 x, 轴 是 对 称 的 ， AR 


SeT a= (2i 32) d= =e, (6.2.11》 


这 里 矿 , 表 示 静 态 位 错 弹性 场 的 能 量 ， 代 入 (6.2.10) 得 到 


W,=W, —— 2: ia š (6.2.12) 
而 运动 位 错 的 动能 等 于 

及 二 人 Ən Y? dadada =W, T (6.2 13) 
因此 ， 位 错 的 总 能 量 为 

E=W,+W,= We (6.2.14) 


这 与 爱 因 斯 坦 的 能 量 关 系 相似 。 因 为 当 ->ct，?i->0， 可 以 看 出 
当 v>cs, 已 趋 于 无 穷 大 。 这 一 结果 表明 位 错 运动 的 极限 速度 为 
Cie XVKe HRF VA O0) 的 等 级 数 且 仅 保 留 展 开 式 的 前 
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两 项 我 们 得 对 全 能 量 的 近似 表达 式 
ee 


其 中 最 后 一 个 等 式 右边 第 二 项 表示 每 单位 长 度 位 错 的 动能 ， 系 数 
m=W,/c} (6.2.16) 
有 时 称 为 每 单位 长 度 位 错 的 等 效 质量 。 计 算 表 明 ， 位 错 的 等 效 质 
量 是 不 大 的 ， 例 如 ， 在 速度 不 大 时 ， 它 大 约 相当 于 一 列 原子 的 质 
量 。 这 证 明了 我 们 在 前 一 节 中 的 断言 ， 位 错 只 有 非常 小 的 等 效 惯 
量 ， 这 一 讨论 也 可 类 推 到 有 种 种 载荷 作用 下 的 位 错 的 运动 。 
现在 我 们 考虑 在 无 限 各 向 同性 弹性 介质 中 刃 型 位 错 的 匀速 滑 
移 运动 。 同 样 选 x* 轴 沿 位 错 线 的 正 向 ，%: 轴 沿 Burgers 向 量 和 位 
错 速 度 向 量 的 共同 方向 。 经 过 比 螺 型 位 错 复杂 得 多 的 计算 之 后 我 


们 得 到 非 零 的 应 力 分 量 为 
bxsc! -2 4(1 一 ?和 十 20 AI? 和 ] 
yık? ,. 


tim, (6.2.15) 


m= y R: 
1, —ubD Ay)? 4 
oo [S m a (6.2.17) 
tact x—yi (4+24) uQ +yi) 
an= É 2 yR} t ' yR} } 


IE N, 
这 里 
Ri= (x.—vt) /yp} + 
= (G —ubD*/y1 +x} 
y1=1—uz/c1 (6 2.18) 


pi=1 v/c} 


To= (p/p)3 和 cr=[ (4+24)/p]3 和 分别 是 弹性 模 波 和 弹性 纵波 的 
波 速 , 同样 可 以 证 明 ， 当 0->c,， 每 单位 长 度 位 错 的 全 能 量 趋 于 无 
限 。 因 此 ， 极 限 速度 也 是 最 小 的 弹性 波 速 。 且 对 《ct， 刃 型 位 
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错 每 单位 长 度 的 等 效 质 量 由 下 式 给 出 ， 


(6.2.19) 


W 
m= š 


REW, 3: 储存 在 单位 长 度 位 错 的 应 变 能 。 实 验 观 察 证 实 了 弹性 
波束 为 位 错 运动 的 极限 速度 的 理论 预测 。 同 样 可 讨论 位 错 在 各 向 
异性 弹性 介质 中 的 匀速 运动 ;这 时 ， 相 应 的 极限 速度 也 是 存在 
的 。 


§6.3 位 错 的 运动 和 塑性 变形 


位 错 的 运动 不 仅 会 导致 弹性 变形 的 变化 ， 而 且 可 以 导致 晶体 
的 永久 变形 即 塑 性 变形 。 图 6-2 显示 了 当 一 个 刃 型 位 错 从 左 到 右 
地 移动 时 将 引起 滑 移 面 上 方 的 物体 部 分 移动 到 右边 一 个 原子 间距 
4。 因为 结果 得 到 的 晶 格 仍 是 规则 的 ， 晶 体 仍 保留 在 无 应 力 状 
态 ， 这 种 变形 是 塑性 变形 。 因 此 ， 从 位 错 的 运动 可 以 给 出 描述 宏 
观 塑 性 变形 的 一 个 力学 机 制 。 


: H 6-2 
如 果 图 中 晶体 的 长 度 为 志高 度 为 Li， 那 么 由 弹性 力学 知 切 
应 变 
b 
?= 五 (6.3.1) 


如 果 位 错 在 滑 移 进行 过 程 中 停止 在 晶体 中 ， 停止 的 地 点 距离 开始 
滑 移 点 为 最 体 全 长 L, 的 a 倍 (图 6-2(c)) ， 那么 此 时 的 切 应 变 应 为 
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=., (6.3.2) 


推 而 广 之 ， 设 在 单位 体积 中 存在 于 同一 滑 移 系统 的 位 错 线 数目 为 
入 ， 当 这 些 滑 移 线 扫 过 的 平均 面积 为 了 ， 则 晶体 的 宏观 应 变量 应 
为 

y=NFb. (6.3.3) 
上 述 推 理 也 可 以 适用 于 螺 型 位 错 的 滑 移 运动 。 如 果 设 位 错 线 滑 移 
平移 距离 为 !/， 则 每 条 位 错 线 的 平均 长 度 为 F/1。 故 单位 体积 中 含 
有 单位 长 度 位 错 的 数目 即位 错 的 体 密度 有 


pr=N- (6.3.4) 


(6.3.3) 可 改写 成 
y=prlb, (6.3.5) 
(6.3.3) 和 (6.3.5) 式 给 出 了 晶体 宏观 塑性 变形 和 微观 位 错 滑 移 运 
动 的 关系 。 
更 一 般 地 ， 我 们 讨论 图 6-3 中 的 位 错 的 运动 。 切 向 量 为 t 的 
位 错 线 1 经 受 位 移 6X 后 到 达 位 置 !。 取 5 轴 位 于 tt 和 6X 所 张 成 的 
平面 上 且 垂 直 于 t。 "是 该 平面 的 法 向 且 与 6 t 组 成 右手 螺旋 。 我 
t 
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们 考虑 在 静止 的 位 错 线 ! 上 的 某 一 点 ， 由 5,1.2) 式 我 们 知道 在 
此 点 附近 有 塑性 畸变 


BOD =—[u]®5(5). (6.3.6) 
因为 由 (4.3.22) 
6(S)=nxó(O, (6.3.7) 
—[u]=bH (6—é,), (6.3.8) 
这 里 
1, x<0 
He = Í (6.3.9) 
0, x>0 
J hhiyikinj tn, RE ERLERNEN. TE 
POD =b@nó (O H (EE), (6.3.10) 
塑性 应 变 为 


07 (0) = (On tn Gb) OH EE). (6.3.11) 


如 果 位 错 是 不 动 的 ，n 是 可 以 任意 选取 的 。 但 是 如 果 位 错 发 生 位 
移 ， 则 "是 唯一 确定 的 。 令 4X 为 位 错 的 位 移 并 使 位 错 线 取 的 位 
R, EME t 和 5X 张 成 的 平面 内 〈 如 图 6-3 所 示 ) ， 于 是 


n=(6X xt)/|óX|sin#, ， (6.3.12) 
其 中 g 是 SX 和 t 的 夹 角 ， 
déo= |6X | sing. (6.3.13) 


由 《6.3.11) 我 们 得 到 塑性 应 变 的 改变 量 是 
de 一 去 G@n+h@ba(CD)dHGE 一 多 。 — (6.3.10 
由 函数 于 的 定义 式 《6.3.9) SH” GD = —4G0 ; 因此 
dH= dh H(i) dd déa. 
《6.3.15) 
*+ 102 ° 


将 (6.3.12)、(6.3.13) 和 (6.3.15) 代 入 (6.3.14) 得 到 
der=—[b@(0X xb +(X x DBHI EDA. 


(6.3.16) 
于 是 我 们 看 到 ， 和 弹性 变形 不 一 样 ， 塑 性 变形 不 能 由 物体 的 热力 
学 状态 唯一 确定 ， 但是， 如 果 位 错 的 运动 已 知 ， 塑 性 变形 的 变化 
可 以 由 位 错 参量 n 和 以 及 位 错 的 位 移 6X 所 唯一 确定 。 


86.4 位 错 的 增殖 (位 错 源 》 


我 们 知道 ， 晶 体 塑 性 变形 的 最 常见 的 方式 是 滑 移 ， 而 滑 移 的 
特点 是 变形 量 的 分 布 极 不 均匀 。 滑 移 引 起 的 切 应 变 总 是 集中 在 一 
个 个 单独 的 滑 移 面 上 ， 滑 移 量 往往 是 1000 个 原子 间距 上 下 ， 而 形 
成 可 见 的 滑 移 带 。 在 上 节 我 们 曾经 说 明 ， 由 于 一 个 单独 位 错 的 运 
动 扫 过 了 它 的 整个 滑 移 面 就 会 引起 晶体 中 在 滑 移 面 上 仅 有 一 个 原 
子 间距 的 相对 位 移 。 第 二 次 滑 移 就 需要 第 二 个 位 错 。 这 样 ， 一 条 
滑 移 带 的 生成 就 需要 在 单独 的 一 个 滑 移 面 上 集中 成 千 个 位 错 。 这 
些 位 错 是 怎样 产生 的 ? 这 是 一 个 应 说 明 的 问题 。 其 次 ， 晶 体 中 位 
错 的 密度 是 可 以 用 X 射线 衍射 以 及 其 它 方法 加 以 测量 的 。 实 验 结 
果 指 出 ， 在 晶体 变形 硬化 的 过 程 中 ， 位 错 的 密度 不 是 逐步 减少 而 
是 增加 的 。 如 果 认 为 晶体 的 滑 移 是 单个 的 位 错 分 别 扫 过 它 的 滑 移 
面 跑 出 晶体 表面 而 造成 的 ， 当 最 后 一 个 位 错 被 逐 出 晶体 之 后 ， 晶 
体 中 的 原子 排列 应 当 是 理想 状态 ， 因 而 晶体 就 能 达到 理想 强度 ， 
这 个 推论 和 实验 事实 是 显然 矛盾 的 。 由 此 可 见 ， 在 塑性 变形 过 程 
中 位 错 应 通过 某 种 方式 继续 不 断 地 被 引入 晶体 ， 或 者 是 通过 某 种 
方式 继续 不 断 地 产生 出 来 ， 这 就 是 所 谓 位 错 的 增殖 。 位 错 的 增殖 
是 位 错 本 身 的 一 种 特殊 形式 的 排列 和 它 的 运动 。 借 助 于 这 一 运动 
能 使 晶体 中 位 错 的 密度 不 断 增加 ， 使 得 在 一 个 滑 移 面 上 能 引起 宏 
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观 上 可 见 的 滑 移 。 有 时 ， 这 种 持续 起 作用 的 位 错 增殖 机 制 又 称 为 
位 错 源 。 历 史上 提出 过 种 种 位 错 增殖 机 制 ， 一 个 比较 成 功 的 连续 
起 作用 的 位 错 源 的 最 简单 的 图 象 是 由 Frank 和 Read 提 出 来 的 。 我 
们 将 以 它 为 例 简单 说 明 一 下 位 错 的 增殖 机 制 。 

考虑 固定 于 A, B 两 点 间 的 一 段 直 位 错 ， 这 可 能 是 位 于 位 错 
网 络 中 的 两 个 节点 间 的 一 段 (图 6-4(a))， 也 可 能 是 同一 位 错 的 
两 个 转折 点 间 的 一 段 ( 图 6-4(b))。 我 们 假设 存在 一 均匀 的 作用 
力 ， 它 仅 在 4B 元 的 滑 移 面 + 上 有 不 为 零 的 分 量 ， 而 在 其 它 与 之 相 
邻接 的 位 错 线段 的 滑 移 面 上 的 分 量 均 为 零 。 计 算 表 明 作用 在 位 错 


(a) (b) 
图 6-4 

线 元 AB 上 的 力 的 方向 和 大 小 取决 于 位 错 的 Burgers 向 量 b、 位 
错 线 元 向 量 的 大 小 、 方 向 以 及 该 点 上 的 应 力 状态 。 如 果 应 力 状态 
保持 不 变 ， 那 么 作用 于 单位 长 度 位 错 线 元 上 的 力 的 大 小 将 保持 恒 
定 ， 而 方向 将 永远 和 位 错 线 垂直 。 如 果 这 个 作用 力 超过 晶体 内 的 
阻碍 力 ， 位 错 线 4B 将 开始 运动 。 由 于 4 点 和 B 点 固定 ， 在 4B 开 
始 运 动 之 后 ， 它 将 弯曲 成 一 个 弧 形 ， 而 且 继续 向 前 环绕 。 如 果 线 
张力 To 是 独立 于 弧 的 形状 和 位 错 线 元 的 方向 的 ， 那么 弧 的 平衡 
形式 为 半径 是 尺 的 圆 弧 ， 半 径 尺 由 下 式 给 出 

=e aF... (6.4.1) 
这 里 了 是 作用 在 位 错 上 的 力 ，F。s E 作用 在 位 错 上 的 晶体 静 阴 
力 ， 线 张力 近似 为 Tp=pb*。 
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很 明显 ， 存 在 某 个 临界 平衡 弧 半径 Re， 这 里 2R 是 4 和 BK 
距离 。 对 于 满足 


f<fo= To + Poe (6.4.2) 
0 


的 较 小 的 值 ， 总 存在 某 个 半径 为 尺 > 瓦 的 平衡 的 位 错 弧 〈 图 6-5 
中 1), 但 是 ， 当 f>2>fo 位 错 弧 将 不 再 有 平衡 位 置 。 这 时 弧 形 位 
此 线 将 继续 扩大 ， 靠 近 固 定点 A. B 的 部 分 向 前 运动 的 角速度 应 
大 于 中 间 部 分 的 角速度 。 因 此 线段 48B 在 运动 中 形成 各 以 4、B 为 
中 心 的 一 对 暗 线 。 图 6-5 中 2、3、4 分 别 显 示 了 弧 形 位 错 线 在 运动 
中 依次 到 达 的 位 置 。 整 个 运动 是 
在 同一 个 滑 移 面 中 进行 的 。 当 姥 
线 的 两 个 分 校 分 别 绕 和 攻 和 BIH 
了 270" 以 后 ， 就 有 相遇 的 趋势 。， 
注意 到 如 果 AB 原来 是 纯 丸 型 位 
错 ， 那 么 在 两 枝 暗 线 相遇 时 接触 
的 部 分 恰好 是 两 段 符号 相反 的 螺 
型 位 错 。 如 果 这 两 段 符号 相反 的 
螺 型 位 错 的 动能 没有 大 到 能 够 发 
此 反射 的 程度 ， 那 么 它们 一 经 接 
触 就 会 互相 抵消 ， 其 结果 就 造成 
了 一 个 闭合 的 外 环 圈 ， 再 遗留 下 一 段 连结 4 和 B 的 线段 。 在 外 加 
切 应 力 的 作用 下 ， 外 部 那个 闭合 位 错 环 会 继续 向 外 扩大 ， 而 剩 下 
的 那 一 段 线段 AGB 显 然 会 在 线 张 力 和 外 加 应 力 《〈 此 时 它们 方向 
相同 ) 的 联合 作用 下 迅速 地 收缩 ， 回 到 原来 直线 AB 的 位 置 。 
至 此 ， 整 个 晶体 的 变形 状态 除了 产生 了 一 个 正在 扩张 中 的 新 的 位 
错 环 之 外 ， 和 原始 状态 完全 没有 区 别 。 而 在 外 加 应 力 不 变 的 条 件 
下 ， 直 线 位 错 线段 AB 又 会 重复 上 述 运动 过 程 ， 每 一 循环 过 程 都 
会 产生 一 个 新 的 位 错 环 。 而 每 一 位 错 环 经 过 扩张 扫 过 整个 滑 移 面 
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图 6-5 


之 后 ， 就 会 引起 一 个 单 位 的 滑 移 。 显 然 ， 如 果 没 有 其 它 干 扰 ， 
由 位 错 线段 AB 通过 这 个 机 制 将 会 不 断 地 产生 一 连 串 封闭 的 位 错 
环 ， 这 是 一 个 自行 维持 的 位 错 增殖 过 程 ， 叫 做 Frank-Read 源 . 
令 f 二 友 ， 这 里 + 是 外 切 应 力 ， 那 么 维持 Frank-Read 源 持续 
运行 的 所 需 的 临界 前 切 应 力 可 近似 地 由 下 式 给 出 


=h -To + Pre . (6.4.3) 


更 精确 的 计算 表明 临界 切 应 力 应 比 上 式 的 结果 稍 大 。 如 果 r>ru， 
且 Fr。 一 常数 ， 那 么 位 错 源 原则 上 可 以 产生 一 连 串 无 穷 多 个 封闭 
的 位 错 环 。 然而， 阻力 Feos 常 常 伴随 着 在 滑 移 面 上 扩张 的 位 错 环 
的 半径 的 增加 而 增长 。 例 如 如果 阻力 下 :的 增加 正比 例 于 环 的 
半径 的 增加 ， 那 么 位 错 源 仅 能 产生 有 限 数目 的 位 错 环 , 许多 作者 
已 仔细 地 研究 了 更 细致 的 Frank-Read 源 的 运行 情况 。 

如 果 位 于 它 的 滑 移 面 上 的 位 错 仅 在 一 个 点 上 而 不 是 两 个 点 上 
被 固定 ， 它 也 可 以 作为 一 个 位 错 源 。 例 如 我 们 设 在 位 错 线 AB 的 
滑 移 面 上 作用 有 切 应 力 += 常 数 。 开 始 时 ， 位 错 线 4B 是 一 直线 ， 
垂直 作用 于 AB 上 的 各 点 的 外 力 是 相同 的 ,而 4 点 为 固定 点 不 能 
移动 ， 故 4B 上 各 点 的 法 向 线 速度 应 相同 ， 但 4B 在 运动 中 不 能 维 
持 直线 形状 ， 在 4 的 附近 必须 成 为 曲线 。 换 句 话说 ， 要 维持 AB 
上 各 点 的 法 向 线 速度 相同 而 同时 4 为 固定 点 ， 故 4B 线 上 除 4 外 各 
点 绕 4 转 动 的 角速度 应 不 同 ， 在 华 近 A 点 处 的 角速度 就 要 相应 地 
大 于 远离 4 点 处 的 角速度 。 因 此 ， 运 动 一 开始 ， 位 错 线 4B 靠 近 4 
点 部 分 的 运动 就 会 超前 而 远离 4 点 处 的 运动 就 会 落后 ， 就 这 样 位 
错 线 48 从 直线 1 逐步 发 展 到 曲线 5《〈 见 图 6-6)。 同 上 讨论 ， 当 位 
错 线 的 曲率 不 为 零 时 ， 位 错 线 的 线 张 力 在 这 线段 上 的 恢复 力 就 有 
一 定 的 大 小 (~Tp/R)。 它 的 方向 指向 曲率 中 心 ， 外 加 应 力作 用 
在 48 上 的 力 / 则 是 朝 着 向 曲率 中 心 相反 的 方向 ， 其 作用 是 加 速 或 
维持 位 错 线 向 前 运动 。 而 线 张力 引起 的 力 To/R 是 朝 着 曲率 中 心 
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的 方向 ， 与 了 的 方向 相反 ， 它 倾向 于 减缓 位 错 线 的 运动 这 样 ， 
在 线段 AB 作 过 转运 动 的 开始 阶段 ， 由 于 靠近 4 的 部 分 运动 超前 
的 结果 ,4 的 附近 部 分 的 曲率 愈 来 愈 大 ， 作 用 在 它 上 面 的 线 张力 
也 愈 来 愈 大 ， 这 个 力 《 加 上 阻碍 力 玉 os》 与 外 加 应 力 产生 的 f 相 


抗衡， 使 中 心 部 分 的 角速度 不 再 
增加 。 而 位 错 线 上 远离 固定 点 4 + 
的 部 分 开始 时 它们 的 曲率 随 着 和 
国定 点 的 距离 的 增加 而 变 小 ， 因 z 


而 To/R 值 较 小 ， 于 是 作用 在 位 
错 线 上 的 净 力 相应 地 较 大 .因此 ， 
随 着 位 错 线 在 地 转 中 愈 搭 愈 紧 ， O 
中 心 部 分 和 边远 部 分 的 角速度 逐 
渐 互 相 接近 ， 直 到 最 后 边远 部 分 a 
和 中 心 部 分 都 以 相同 的 角速度 运 
动 。 此 时 ， 曲 线 上 各 点 的 曲率 就 
不 再 发 生变 化 。 此 后 ， 曲 线 的 形 
状 不 再 改变 ， 整 个 嫌 线 象 一 个 整 ñ es 
体 一 样 以 相同 的 角速度 绕 着 固定 
点 4 作 稳定 的 角 转 运动 。 而 AB 每 过 转 一 周 ， 整 个 晶体 在 清 移 面 
上 面 的 部 分 对 于 下 半 部 分 作 了 一 个 位 移 向 量 为 Burgers pit b 的 
滑 移 。 这 样 就 解释 了 在 变形 过 程 中 ， 一 方面 ， 位 错 线 的 总 长 度 会 
增长 ， 另 一 方面 ， 只 要 外 力 f 继续 存在 ， 里 线 的 不 断 角 转 使 滑 移 
面 的 滑 移 成 为 一 个 能 自行 维持 的 过 程 ， 从 而 说 明了 宏观 滑 移 现象 
的 产生 。 

当 晶 体 中 刃 型 位 错 作 攀 移 运动 时 ， 和 上 面 的 Frank~Read 源 
类 似 的 增殖 机 制 也 可 起 作用 ， 这 种 类 型 的 位 错 源 通常 称 Bardeen- 
Herring 源 。 许 多 作者 还 提出 过 种 种 不 同 的 位 错 源 ， 这 里 就 不 再 
介绍 了 。 
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第 七 章 ” 非 黎 曼 几 何 概要 


为 了 用 微分 几何 的 观点 讨论 缺陷 问题 ， 现 在 将 各 种 有 关 的 几 
何 空 间 概述 如 下 ， 


87.1 仿 射 空间 En 


仿 射 空间 已 。 是 这 样 的 一 个 集合 ， 它 的 元 SEX. Y. eKA 
点 ， 并 且 存 在 1-1 对 应 的 映射 
KEEs<—> (a, x’, + x")€R", (7.1.1) 
右边 可 简 记 为 (x9ER*。 这 样 点 下 就 可 以 用 # 个 实数 来 代表 。 这 
种 从 Es 到 R" 的 1-1 对 应 关系 称 为 Es 中 的 坐标 系 。 这 1 个 有 序数 就 
称 为 点 在 坐标 系 (i ) 中 的 坐标 。 羽 。 的 点 的 坐标 容许 下 述 变换 ， 
xU 一 4 (7.1.2) 
从 而 得 到 另外 n 个 数 (xi")， 其 中 A! ，af' 是 常数 。 这 里 采用 了 
Einstein 求 和 约定 ， 重 复 一 次 且 仅 一 次 的 上 下 指标 从 1 到 % 求 
和 。 给 定 这 些 常数 ， 变 换 就 唯一 确定 了 。 这 样 就 引进 了 新 的 坐标 
系 (1)。 久 点 在 新 的 坐标 系 的 坐标 为 (x? )。A; 满足 条 件 
det Ai” 0。 (7.1.3) 
在 这 个 条 件 下 映射 是 1-1 对 应 的 


1-4 
X€E,<— (ai )ER", (7.1.4) 


进一步 我 们 有 š s 
(x) <— (xi) (7.1.5) 
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也 是 1-1 对 应 的 。 类 似 地 从 (i”) 到 (i") 又 有 : 
xi = Alx +a", (7.1.6) 
det A $0. (7.1.7) 
这 样 ， 从 某 一 坐标 系 (i)( 即 到 R" 的 一 种 对 应 关系 ) 出 发 可 以 得 
到 一 系列 坐标 系 。(i) 到 (i”) 的 变换 (7.1.2) 称 为 仿 射 变换 。 所 有 
这 样 的 仿 射 变换 满足 下 面 的 性 质 ， 
(1) ”如果 从 (i) 到 (i’) 和 从 (i’) 到 (i") 的 变换 是 仿 射 变换 ， 
则 存在 仿 射 变换 把 (i) 变 换 到 G”). 实际 上 只 要 将 (7.1.2) 代 入 
《7.1.6) 即 有 . 
xi" = Al (Al ata )+a 
=(A1 Ai ) xt (Aiai +a"), (1.1.8) 


而 且 det( Ai Ai )= (det Ai) (detA ) 寺 0， 故 这 个 仿 射 变换 是 
容许 的 ， 

(2) ”如果 从 (i) 到 (i) 的 变换 是 仿 射 变 搁 ， 则 其 逆 变 换 
GO 也 是 仿 射 变换 。 XERE, H F det4f x0, Ze EBE 


EAP IONER AN ] 使 得 [A ] [4 的 一 [6 和 是 单位 矩阵 这 样 ， 
只 要 用 这 个 逆 阵 乘 (7 .1.2) 得 到 I 
A, xi = A, AY! + Aka =xt+at, (7.1.9) 
即 . 
xt = Al, xi' —at, (7.1.10) 
其 中 detA 中 0，a' 二 Ai,ai? 。 这 就 是 逆 变 换 的 表达 式 ， 它 也 是 
容许 的 。 
G) 存在 恒 同 变换 (全 (人 
xi =ð ta, (7.1.11) 
它 也 是 仿 射 变换 ， 只 要 取 0: 一 0。 
《4) 从 (7.1.2) 易 见 从 (经 (i') 到 (i*) 的 仿 射 变换 是 满足 
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结合 律 的 。 

于 是 全 体 仿 射 变 换 的 集合 构成 一 个 群 ， 称 为 仿 射 群 ， 记 作 
Go。 所 有 这 些 从 一 个 坐标 系 ， 例 如 (i)， 出 发 通过 仿 射 群 G。 RKE 
KERRO, G), RAE. 的 许可 坐标 系 ， 或 者 称 为 仿 射 参 
考 系 、 直 线 坐 标 系 。 用 所 有 许可 坐标 系 装 备 起 来 的 空间 已。 叫 仿 射 
空间 。 

变换 (7.1.2) 的 特殊 情况 是 齐 次 变换 ， 即 at=0. 所 有 齐 次 变 
换 也 构成 一 个 群 ， 它 是 Ce 的 子 群 ， 叫 中 心 仿 射 群 。 在 大 多 数 情 
况 ， 我 们 将 只 讨论 齐 次 仿 射 变换 。 

,中 任意 两 点 XX、Y 在 举 标 系 (i) 中 有 坐标 x':、y' (1<i<n)。 
我 们 定义 向 量 u 是 关 和 了 两 点 之 差 ， 形 式 地 记 为 

u=[Y—X1. (7.1.12) 
u' 一 y' 一 x! 称 为 向 量 u 在 坐标 系 (1) 的 分 量 。 如 果 另 外 有 向 量 [Z — 
歼 ]， 它 和 u 的 分 量 相 等 

zt =w =! =x, (7.1.13) 
我 们 说 这 两 个 向 量 相等 ，[2 一 矿 ]=[ 了 一 节 ]， 也 记 为 u。 因 此 ， 
向 量 u 实际 上 是 一 类 等 价 的 两 点 差 。 在 中， 向 量 是 自由 的 ， 
即 从 丈 * 中 任 一 点 光 均 可 找到 唯一 的 一 点 ZY， 使 两 点 差 等 于 给 定 的 
向 量 u，[ 了 一 兆 ] 一 u。 或 者 说 ，X 点 加 向 量 u 等 于 7， 

X+u=Y. (7.1.14) 
自由 向 量 的 概念 蔓 含 着 平行 移动 的 概念 ， 即 以 天 Jy ul Etu 
可 以 平行 移动 至 任意 点 矿 而 得 到 一 个 相同 的 向 量 u=[2Z 一 刻 ]. 这 
FE, EE. h 我 们 通过 两 点 的 坐标 的 差 同 时 也 定义 了 向 量 的 平行 
移动 的 概念 。 

通过 分 量 我 们 还 可 以 定义 向 量 的 数 服 和 加 法 。 没 u 一 [Y 一 X] 。 
凡 一 外 一 %， 则 一 au 是 向 量 u 和 实数 c 的 数 委 ， 它 是 具有 分 量 

v'=au =a (y—x') (7.1.15) 
B-D. WMREA RAAEN W], =w, tf 
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Ju 的 和 定义 为 
t+u=[V—W1]+[V—X1 
=[Z—Y])]+[Y—X]=[Z—X], (7.1.16) 
其 中 [V 一 WV]=[Z 一 了 ]， 即 v' 一 w' 二 2' 一 yt。 
由 加 法 的 定义 知 在 Es 中 存在 平行 四 边 形 法 则 ， 
[Y—X)]=[Z—W1]=[W-—X)=[Z—Y] (7.1.17) 
2 
pasa 


图 7-1 
因为 
y =x mz ww — x! == 2 — yt, (7.1.18) 
上 述 作为 两 点 差 的 向 量 的 概念 是 在 坐标 系 (i) 中 定义 的 , 现在 
设 还 有 另外 的 一 个 坐标 系 (i’)， 也 按 上 述 的 方法 定义 向 量 ， 则 
u=[Y — X18J2y B 29 


u” my — xi" , (7.1.19) 
出 (7.1.2) 我 们 得 到 
x = AP xta, (7.1.20) 
y" = Aru +a, (7.1.21) 
于 是 
ui' yi =x 一 4 一 2 一 4 (7.1.22) 


这 一 式 子 给 出 了 向 量 的 4 个 分 量 的 变换 规律 。 由 此 可 以 得 到 一 般 
AEDE EBRA REE n AAF A u, w, eu, E 
fYEfER3E RS G) 中 总 有 按 下 规律 

u = Af ut (7.1.23) 


sin 


的 ”个 数 ， 则 我 们 说 在 E。 中 定义 了 一 个 向 量 U。 这 个 向 量 如 果 在 
某 个 坐标 系 中 是 某 两 点 的 差 ， 则 在 任何 坐标 系 中 ， 仍 然 是 这 两 点 
的 差 。 因 此 ， 向 量 的 概念 和 点 的 概念 一 样 ， 并 不 依赖 于 坐标 系 ， 
尽管 它 是 根据 坐标 来 定义 的 。 
达 * 中 坐标 为 (0，0，…，0) 的 一 点 O 称 为 在 坐标 系 (i) 下 的 坐 
标 原点 。 而 记 向 量 
x=[X—0]。 (7.1.29) 
则 x 称 为 点 区 的 以 O 为 原点 的 向 径 〈 位 置 向 量 ) 。 在 坐标 原点 给 
定 的 情况 下 ， 称 点 或 点 x 这 两 种 讲法 是 等 价 的 。 所 有 出 发 于 原 
点 的 向 量 构成 了 E, 的 向 量 的 全 体 ， 易 见 它们 构成 向 量 空间 。 
现在 考虑 在 巨 * 中 的 个 线性 无 关 的 向 量 e。e 除了 第 i 个 坐 
标 为 1 外 其 余 坐 标 为 零 ， 
e 的 分 量 为 (1，0，…，0)， 
e: 的 分 量 为 (0，1，…，0) ， 
es 的 分 量 为 (0，0，…，1)。 
JW, ZE, hE h u= u, ut, ee, PARTH e, 线性 表 


(7.1 25) 


出 。 事 实 上 
(u uè, eee, u”) =u (1,0,1,0) + (0,1,-:,0) 
+*+un(0,0,--,1), (7.1.26) 
因而 
u=ule+u'e,+ e Huen, (7.1.27) 


w' 就 是 u 在 (i) 的 分 量 。 这 本 身 也 表明 了 EE。 中 最 大 的 线性 无 关 向 量 
组 的 个 数 为 x"。 我 们 称 这 n 个 向 量 91,，e:，…，e。 为 基 向 量 。 
在 另 一 个 坐标 系 (i”) 中 ,我 们 又 有 


u=u”ee, (7.1.28) 
Hrpu' 按 (7.1.23) 变换， 
Wi’ 一 4 (7.1.29) 
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r t yh s Aa 


所 以 

u=u Al e =u es (7.1.30) 
比较 得 

e= Aep. (7.1.31) 
由 于 det A S0, M AIRNE [Ai ] 乘 上 式 得 

ep= Aen (7.1.32) 


它 给 出 基 向 量 的 变换 规律 ， 其 中 [AF1 与 [A1, ] 是 互 着 的 变换 系 
数 。 可 以 看 到 基 向 量 所 用 的 变换 系数 恰 与 u 的 分 量 w 的 变换 系数 
互 逆 ， 如 果 把 基 向 量 的 变换 叫做 协 变 变 换 ， 则 称 向 量 u 的 分 最 u 
的 变换 (7.1.23) 是 道 变 变换 。 我 们 分 别 用 上 下 指标 ， 一 方面 是 为 
了 采用 求 和 约定 ， 另 一 方面 也 是 为 了 区 别 这 两 种 不 A 的 变换 法 
则 。 


$7.2 KERA 


为 了 定义 张 量 ， 先 引进 比 张 量 更 广泛 一 点 的 叫做 几何 对 象 的 
量 。 应 用 几何 空间 的 理论 研究 几何 或 物理 问题 在 于 运用 代数 和 分 
析 的 工具 讨论 定义 在 有 关 空 间 上 的 几何 对 象 。 

如 果 有 序数 集 $4 (14 二 1，2，…，NN) 和 E, 中 的 仿 射 参考 A 
GD) 存在 对 应 关系 ， 使 得 

(1) 每 一 参考 系 () 有 且 仅 有 一 个 集 84 与 之 对 应 ， 

(2) HEF 的 集 gs 可 用 pu、A1 、A1, 和 a! 表 出 ， 
我 们 就 称 $4 是 在 Es 中 关于 坐标 系 (i) 的 几何 对 象 的 分 量 。 

例如 ， 从 (7.1.2) 可 知 点 的 坐标 是 几何 对 象 的 分 量 , 如 果 在 条 
件 (2) 中 ，$4' 的 表达 式 关 于 Ga 是 线性 齐 次 的 ， 而 关于 APR At. 
是 代数 齐 次 的 ， 则 称 $4 为 几何 量 在 E, 中 关于 G) 的 分 A 
(7.1.23) 知 wu 是 称 为 向 量 的 几何 量 的 分 量 。 
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为 统一 起 见 ， 向 量 u 又 称 一 阶 道 变 张 量 。 标 量 在 任何 参考 系 
里 的 值 是 不 变 的 ， 与 变换 系数 无 关 ， 因 而 也 是 几何 量 的 分 量 《 只 
有 一 个 分 量 ) ， 称 为 零 阶 张 量 。 利 用 协 变 变 换 法 则 (7.1.32) 我 们 
可 以 定义 一 阶 协 变 张 量 v4: 


e= Alu (7.2.1) 
另 一 种 重要 的 几何 量 叫 仿 射 量 ， 它 是 由 向 量 到 向 量 的 线性 变换 ， 
Tu=w. (7.2.2) 


T 作用 在 基 向 量 ef 上 得 到 一 个 向 量 ， 可 用 e, 的 线性 组 合 表 示 ， 
记 为 


Te 一 T16y。 (7.2.3) 
如 果 我 们 将 u、w 在 G) 中 的 表示 

u=ute,, (7.2.4) 

W=w'e, (7.2.5) 
代入 (7.2.2) 式 并 利用 (7.2.3) 式 得 到 

u!fe,=T(ute,) =u (Te) =utT'1,e ;, (7.2.6) 

由 8; 的 线性 无 关 性 得 到 

uf=uTi, (7.2.7) 


其 中 74 称 为 仿 射 量 T 在 (i) 的 分 量 。 我 们 进一步 考察 它 的 变化 规 
律 。 为 此 ， 在 G) 里 记 


Tov=T" uez, (7.2.8) 
并 将 (7.1.32) 式 代入 得 到 

T Ape) =T" u Ale, (7.2.9) 
即 

A, Tie = T! u Abies (7 2.10) 
比较 两 边 ， 由 ey 的 线性 无 关 性 得 

A Th EAT" u» (7.2.11) 
再 用 逆 阵 [4 的 ] 乘 两 边 得 到 
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Tu= A,A The (7.2 12): 
T 的 分 量 的 这 个 变换 法 则 表明 仿 射 量 T 是 一 个 几何 量 ， 确 切 Hh 说 
是 (1，1) 阶 张 量 。 如 果 用 (bp，9) 表 示 尹 阶 道 变 、4 阶 协 变 ， 则 一 
般 的 (p，9) 阶 张 量 是 mn?** 个 用 p 个 上 标 、4 个 下 标 编号 的 有 序数 组 
PPI gnais 它们 从 (让 到 (i ) 按 下 面 的 法 则 变换 ， 
giii, 并 二 Aji A Ai AnP pi, ¿ 
(7.2.13) 
张 量 间 可 进行 各 种 代数 运算 ， 其 结果 仍 是 张 量 。 现 将 主要 的 
列举 如 下 《为 简单 起 见 ， 仅 以 低 阶 的 张 量 为 例 》 
DRAR, a$!1,=0, (7.2.14) 
是 和 张 量 和 7 同型 的 张 量 ， 因 为 在 新 坐标 下 


tu= aply =a A} At, 


= 4} A ab) =A] A . (7.2.15) 
确实 是 按 张 量 的 变换 法 则 进行 变换 的 。 I 
(2 ) 加 法 ， 只 有 同型 的 张 量 才能 相 加 ， 其 和 仍 是 F] 型 的 张 
¿=£ +n, ` (.2.16) 
易 证 有 y 
l a APAS, (7.2.17) 


(3 ) 乘 法 ， 例 如 在 每 一 坐标 系 由 (2, 0) 阶 张 N n Ayit 
8 和 (0，1) 阶 张 量 的 ”个 分 量 办 构造 个 数 ， 记 为 kds 一 #7r ， 可 
以 证 明 这 样 的 6 确实 满足 张 量 的 变换 规律 ， 因 为 在 (i”) 系 中 
EI =! pm A AFE Ab ns 
= Aj A} AR (E) = A AL ARG, 
(7.2.18) 
所 以 ， 乘积 仍 为 张 量 ， 其 阶 是 乘 子 张 量 的 阶 之 和 。 例如， 上 例 中 
《4 是 (2，1) 阶 张 量 。 注 意 张 量 的 乘法 与 次 序 有 关 。 
《4 ) 缩 并 ， 例 如 我们 有 (3，2) 阶 张 量 %ftri( 在 每 个 坐标 系 
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HAARO ， 现 在 ， 令 其 中 某 个 上 标 与 下 标 相 等 ， 例 如 j 一 se 
这 就 意味 着 求 和 而 得 到 ”个 数 《 丢 掉 了 j 与 不同 的 分 量 )， 
(a TT + Li R. ffi, 
(7.2.19) 
在 上 式 最 后 一 项 中 4 不 求 和 。 在 (i ) 中 我 们 有 
C”. =... = AV AY AV A, Agn 
=( A As) A AK Apn 
=ó: AF AY App m 
ii AAY ALG” ra 
= AAA, (7.2.20) 
故 得 到 的 是 一 个 新 的 (2,1) 阶 张 量 。 
(5 ) 指标 置换 ， 若 对 张 量 同 类 〈 同 是 上 标 或 下 标 ) 的 任意 个 
指标 变换 次 序 ， 结 果 是 同型 的 新 张 量 。 例 如 p” 变换 后 两 个 指标 
的 次 序 之 后 得 到 


0 (7.2.21) 
在 (i”) 中 我 们 有 
t'a zq os 区 
(7.2.22) 


它 仍 是 (3,0) 阶 张 量 。 可 见 指标 的 次 序 是 重要 的 。 

(6 ) 对 称 化 和 反对 称 化 

如 果 一 个 张 量 的 某 一 组 同型 指标 的 任意 两 个 经 置换 后 所 得 的 
张 量 与 原 张 量 相 同 ， 则 称 这 个 张 量 关于 这 组 指标 是 对 称 的 ;如 果 
所 得 的 张 量 和 原 张 量 相差 一 个 符号 ， 则 称 这 个 张 量 关于 这 组 指标 
是 反对 称 的 。 

如 果 把 张 量 的 同类 和 N 个 指标 进行 M 次 不 同 的 置换 ， 并 且 取 
所 得 到 的 NN! 个 新 张 量 的 算术 平均 值 ， 这 种 运算 叫做 张 量 的 对 称 
fk. 新 张 量 关于 参与 置换 的 N 个 指标 为 对 称 ， 将 参与 置换 的 指标 
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放 在 圆 括 弧 中 表示 之 ,例如 
Bas=-(Bu+B,), (7.2.23) 


Ca = (Co 十 Cn 十 Chty 十 Cery 十 Chyt 十 Citr)。 


(7.2.24) 

如 果 指 标 经 奇数 次 置换 的 新 张 量 取 反 符号 后 再 取 平均 值 ， 这 

样 的 运算 叫 反 称 化 ， 所 得 的 新 张 量 是 关于 参与 置换 的 NN 个 指标 为 
反对 称 的 ， 将 这 些 指标 放 在 方 括 弧 中 表示 之 ， 例 如 


Bo= 去 (Bu 一 Bi0， (7.2.25) 


C, 1 = Cin + Cjn + Cris— Cis Crs =: Ci) , 


(7.2.26) 
也 可 以 只 对 某 些 〈 不 是 全 体 ) 指标 进行 对 称 化 或 反 称 化 ， 不 涉及 
进去 的 指标 用 两 竖 线 隔 开 ， 例 如 


Cionna Cin- C). (7.2.27) 


(7 ) 商 法 则 ， 以 简单 情况 为 例 ， 如 果 在 每 个 坐标 RORA 
定 m 个 数 wW1)，u(2)，…，x(n)， 使 得 对 任意 (1，1) 阶 张 量 
Ti 都 有 

vi=Tiu()) (7.2.28) 
仍 是 (1，0) 阶 张 量 ， 则 uj) 也 是 (1，0) 阶 张 量 。 因 为 在 (i”) 中 
T paG =A AL TI ) =v = A v= A T'u), 


(7.2.29) 
于 是 


APA ulj’) — Al ulj) T=. (7.2.30) 
由 于 Ts 是 与 4(j) 无 关 的 任意 张 量 ， 故 必 有 
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u(j)— Afu(j) =0, (7.2.31) 
即 ulj) =A uG), (7.2.32) 
这 说 明 4( 闪 是 (1，0) 阶 张 量 。 该 法 则 经 常 被 应 用 于 直接 肯定 某 些 
REKE. 


87.3 多 重 向 量 和 容积 


多 重 向 量 或 称 p- 向 景 (Polivector) 是 值得 专门 提 一 提 的 张 
H. CE p 阶 反对 称 逆 变 张 量 V*?。 由 于 它 关 于 所 有 指标 反 称 ， 
故 m 个 分 量 中 只 有 (2 个 是 独立 的 ， 且 

Vamp i, (7.3.1) 

如 果 p- 向 量 可 由 p 个 按 一 定 次 序 排列 的 向 量 按 下 列 方式 表 出 
y y’ . yi 

f z 7 ' yi Ve vk yi 

piii apy pip e 1 t. |, G.3.2 


yi yi u Vi 
则 它 称 为 简单 p- 向 量 ， 记 为 [v， ` WIRYA YA Av. 后 一 形 


式 也 称 外 积 或 向 量 积 。 其 中 各 个 向 量 的 次 序 是 重要 的 ， 任 何 两 个 
向 量 互 换 位 置 ， 简 单刀 向量 改 变 符号 ， 


[yy Vs Vs = [VV ,Ve (7.3.3) 
1 í f , 1 u 3 , 


当 思 一 1，1- 向 量 of 就 是 一 阶 道 变 张 量 也 可 以 认为 就 是 向 量 v。 当 
六 一 2， 简 单 3- 向 量 [Y，Y] 又 称 双向 量 。 对 它 可 以 作 和 如 下 的 几何 


解释 ， 设 y 和 是 中 一 个 2 维 超 平面 上 的 两 个 非 共 线 向 量 ,又 设 
在 该 超 平面 上 还 有 另外 两 个 非 共 线 向 量 W 和 和 ， 它 们 可 以 由 Y 和 
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线性 表 出 。 
十 Biy， (7.3.4) 


+Biv, (7.3.5) 
则 
[w w]=[Biv+Biv, Biv+Biv] 
=BiBilv, v]+BiBiiv, v] 
|B} B} 

"a m 
可 见 二 维 超 平 面 上 任意 两 个 非 共 线 向 量 的 外 积 之 间 只 差 一 常数 因 
子 。 因此， 二 维 超 平面 可 用 简单 双向 量 来 定向 。 平 行 的 二 维 超 平 
面具 有 相同 的 定向 双向 量 (准确 到 一 个 常数 因子 )。 同 样 ， 在 E。 
中 的 m 维 超 平面 (m<n) 都 可 用 一 个 简单 的 m- 向 量 来 定向 。 


n n 
一 般 地 -ARRO = pimpi 个 独立 分 量 。 当 p=n, 


-向 量 只 有 (C) =1 个 独立 分 量 ， 例 如"*…。， 其 余 分 量 或 是 
+V, RT. BEDE n BB, b 表示 一 个 有 向 体 
P BASY w s v 的 排列 次 序 有 关 根据 性 质 (7 .3,3) ， 当 


力 >1， 所 有 户 - 向 量 均 等 于 零 。 


Lv, v]. (7.3.6) 


87.4 张 ÉE 场 


在 连续 介质 力学 或 其 它 物 理 问题 中 常 出 现场 的 问 题 .所谓 张 
IREE E, 的 某 个 区 域 D 上 每 一 点 都 定义 了 一 个 同类 型 的 
张 量 , 以 (1，1) 阶 张 量 为 例 ， 如 果 对 每 个 XED， 有 

了 4 一 T4(X)， (7.4.1) 
我 们 说 在 DD 上 定义 了 一 个 张 量 场 ， 即 原来 自由 的 张 量 与 点 联系 起 
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来 ， 随 点 变化 。 当 取 定 一 个 坐标 系 (让 时 ，(7 .4.1) 可 写成 函数 形 
式 
Tt =T',(x!, x, +, x")=Tt/(x5), (7.4.2) 
如 果 在 同一 区 域 品 同 时 定义 了 + 个 张 量 场 ， 则 张 量 代数 可 无 条 件 
地 应 用 于 张 量 场 ， 只 要 对 每 个 场 的 张 量 在 同一 点 进行 运算 。 
一 般 而 言 ， 几 何 对 象 随 点 而 变化 〈 而 物理 对 象 还 可 能 依赖 于 
时 间 )。 为 了 描述 这 种 场 的 变化 率 ， 我 们 必须 从 张 量 代数 进 入 张 
量 分 析 。 对 于 仿 射 空间 ， 张 量 分 析 类 似 于 多 元 函数 的 微 积 分 ， 是 
比较 简单 的 。 我们 简 述 如 下 ， 设 在 场 的 定义 域 口 由 以 参数 形式 给 
定 一 条 曲线 
x 二 X(t) 或 x! 二 x!(t)， (7.4.3) 
则 场 (7.4.1) 在 这 曲线 上 就 成 为 参量 + 的 复合 函数 ,这些 函数 在 曲 
线 (7.4.3) 的 无 穷 小 位 移 下 的 微分 


aT", 


dT = dx (7.4.4) 


称 为 T's 的 绝对 微分 , 它 是 和 T's 同类 型 的 张 量 ,因为 考 虚 到 在 仿 身 
空间 里 4 等 等 是 不 随 点 而 变化 的 常数 ， 由 (7,2,12) 我 们 有 


dT 1,5 AV AjdT' ge (7.4.5) 
引入 符号 
1 
Tin T, (7.4.6) 
并 将 (7.4.4) 写 成 
dT';=T';; dx”, (7.4.7) 


注意 到 dx* 是 5 T's 无 关 的 任意 一 阶 道 变 张 量 ， 由 商法 则 可 知 
To 是 (1，2) 阶 张 量 ， 称 为 了 4 的 绝对 微 商 〈 协 变 导数 ) ， 它 是 
一 个 比 7 升 高 一 阶 的 新 的 张 量 场 。 
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87.5 曲线 坐标 和 协 变 导 数 


到 目前 为 止 ， 在 五 。 中 我 们 只 讨论 了 直线 坐标 系 。 在 那里 坐 
标的 变换 公式 是 
= Af xt +a", (7.5.1) 
而 基 向 量 按 
er= Ale, í (7.5.2) 
ZR. HHA, ALM 都 是 常数 。 不 存在 障碍 ， 实 际 也 和 需要 
将 (7.5.1) 推广 至 一 般 的 函数 变换 ， 
xt = xt! (x), (7.5.3) 
得 是 ， 这 种 推广 是 在 一 定 的 限制 之 下 的 。 设 (7 .5.3》 是 在 Es 的 单 
连通 区 域 DEE ,内 仿 射 坐标 x! 的 和 N 阶 连续 可 微 单 值 可 逆 函 数 ， 即 


在 整个 xf 的 变化 范围 内 存在 反 函 数 
x= lat e (7.5.4) 
并 且 (7， 5.4) 也 是 入 阶 连 续 可 微 单 值 的 。 因 此 ， 在 整个 区 域内 
det O27 上 0， det 070, (7.5.5) 


车 (7.5.4) 不 退化 为 (7.5.1)， 则 xi" 称 为 点 天 的 曲线 坐标 ，(f) 称 
为 曲线 坐标 系 。 仍 然 满足 上 述 要 求 ， 从 一 个 曲线 坐标 系 (i”) 又 可 
以 转 至 另 一 个 曲线 坐标 系 ( 六 ) 以 及 (i”") 等 等 ……。 利 用 (7.5.4) 
式 ， 点 区 的 向 径 〈 关 于 原点 O) 是 x!' 的 连续 可 微 函数 ， 


x= xi (xi e (7.5.6) 
它 的 2 个 偏 导数 是 切 于 坐标 线 的 切 向 量 ， 也 是 好 的 函数 ， 记 为 

we ar iren (7.5.7) 
它们 是 线性 无 关 的 ， 即 由 

ai' x =0 (7.5.8) 
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必得 到 af =0，1<i’<n。 因 为 由 (7.5.7)，、 上 式 变 成 


are =, (1,5,9) 


由 于 e 是 基 疝 量 ， 它 们 是 彼此 线性 无 关 的 ， 由 上 式 必 得 到 


i 
ai' 35 =0, 1<i<n。 (Z 5.10) 


这 是 关于 wz" 的 齐 次 线性 方程 组 ， 由 于 (7.5.5)， 方 程 组 (7.5.10》 
的 系数 行列 式 不 为 零 ， 故 该 方程 组 仅 有 零 解 ， 即 ai' 一 0。 这 就 证 
明了 我 们 的 结论 。 

在 豆 。 的 仿 射 坐 标 系 (i 里 ， 任 何 向 量 u 不 管 作用 在 那里 均 可 分 
解 为 u=ue:， 这 里 et 是 常 向 量 ， 对 这 种 分 解 。 可 以 作 两 种 解释 ; 

《1) 在 ,的 原点 有 一 组 基 ， 记 为 (0, {9,})， 每 个 向 量 ( 张 
量 〉 先 平行 移动 到 0 点 ， 然 后 在 这 组 基 上 分 解 

(2) 在 ,的 每 一 点 六 都 有 一 组 基 ， 记 为 (X，{et})， 称 为 
局 部 基 ， 每 个 向 量 〈 张 量 ) 就 地 在 局 部 基 上 分 解 。 

ERRERA 里 ， 分 解读 如 何 进行 呢 ? 假如 接 第 一 种 解 
释 ， 也 在 原点 O 取 一 组 与 (7.5.4) 无 关 的 常 向 量 {et} 构成 统一 的 
基 (0,{e,})， 每 个 向 量 〈 张 量 ) 也 先 平 行 移动 到 O 点 然后 分 解 ， 
这 实际 上 等 于 引进 了 一 个 以 (0,{e4j}) 为 基 的 仿 射 系 ， 从 而 使 得 
曲线 坐标 系 的 引入 成 为 无 的 放 矢 . 因此 , 镜 下 的 就 是 第 二 种 
选择 。 现 在 的 问题 是 在 每 一 点 忒 如 何 选取 局 部 基 ? 这 里 是 有 任 
意 性 的 ， 前 面 讲 到 (7.5.7) 式 表示 的 与 G7) 相 联系 的 在 点 万 的 n 个 
切 向 量 x,t 既然 是 线性 无 关 的 ， 那 当 然 可 以 作为 一 种 与 G) 相 
联系 的 基 。 但 是 ， 这 + 个 切 向 量 是 随 点 而 变 的 ， 仅 是 局 部 基 ， 记 
为 


a 


(X, {er}), (7.5.11) 
其 中 ew 三 %,1。 这 种 由 坐标 系 自然 派生 的 基 称 为 自然 局 部 基 。 当 
由 一 个 曲 获 坐标 系 (i”) 转 至 另 一 个 曲线 坐标 系 G”) 时 ， 局 部 基 的 
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变换 法 则 是 


aa i 
orar Os ,= Over (7.5.12) 


因此 ， 在 的 某 具体 点 XX， 互 成 逆 阵 的 [6x 人 /8xi? ] 和 [əxi /9x'] 
的 元 素 就 起 着 变换 系数 的 作用 。 仿 照 仿 射 坐标 系 的 记 法 ， 也 记 为 
A (7.5.13) 
就 有 相同 的 公式 
eir =A}, es (7.5.14) 
和 仿 射 坐标 系 中 的 公式 (7.1.32) 不 同 的 有 两 点 ,一 方面 这 里 A, 
4 是 点 的 函数 ， 另 一 方面 ， 这 里 的 ee、ei 也 与 点 有 关 了 。 $ 


后 ，(i) 一 般 就 理解 为 曲线 坐标 系 ， 包 含 仿 射 坐标 系 作 为 特殊 情 
视 看 待 ， 并 且 都 采用 局 部 自然 基 。 从 
dx=x,s dx!=dx'@, (7.5.15) 


可 知 ， 允 点 的 位 置 向 量 x 的 微分 〈 即 从 点 区 到 无 限 邻 近 点 的 向 量 ， 
略 去 高 阶 无 穷 小 ) 在 局 部 基 〈 尖 ，{e,}) 具有 逆 变 分 量 dxt。 在 无 
穷 小 邻 域 里 ， 局 部 基 ( 义 ，{e,}) 也 是 仿 射 量 ， 因 此 称 为 局 部 仿 射 
基 。 在 局 部 基 上 ， 全 部 张 量 代数 适用 于 作用 在 同一 点 的 各 张 量 。 

涛 在 空间 某 区 域 的 每 一 点 都 定义 有 同类 型 的 张 量 ， 则 有 所 谓 
张 量 场 。 一 般 说 来 ， 张 量 场 中 被 考察 的 张 量 随 位 置 《和 时 间 )》 而 
变化 。 对 固定 时 刻 ， 研 究 张 量 场 因 位 置 而 变化 的 情况 使 我 们 从 张 
量 代数 的 领域 进入 到 张 量 分 析 的 领域 上 来 。 但是， 在 张 量 分 析 中 
出 现 了 一 个 新 闻 题 ， 因 为 求 导数 涉及 比较 作用 于 相 邻 两 点 ， 例 如 
XM X+dX 处 的 张 量 。 直 接 比较 作用 在 不 同 点 的 两 个 张 量 的 分 
量 是 没有 意义 的 ， 因 为 两 个 点 的 局 部 基 一 般 是 不 同 的 。 从 最 简单 
的 向 量 u( 半 ) 入 手 , 它 在 ( 革 ,e1) 的 分 量 为 (XX)。 问 题 归结 为 在 
《X+dX,{es}) 中 wu( 卫 +dX) 应 有 什么 值 才 代表 平行 移动 到 站 十 
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dX ORBIBE u( 半 )。 设 过 点 外 和 点 X+dX 定义 有 一 条 光滑 星 
线 ， 其 参数 方程 为 

s=, <t<th, 1<i<n, (7.5.16) 
其 中 各 函数 有 连续 导数 。 设 在 这 曲线 上 每 一 点 定义 有 相同 的 常 向 
量 u， 则 在 局 部 基 上 


_ u=u(t)e,(x?) (7.5.17y 
两 边 求 微分 得 
0=dute,+utde,=dute,+u!a;e dx, (7.5.18y 
令 
I= ET es, (7.5.19} 
我 们 得 到 
0= (du? + r }yu'dx’ )es, (7.5.20) 
于 是 
du*=—T h utdxs, (7.5 21> 


就 是 说 ， 如 果 同 一 向 量 u 在 半点 的 分 量 为 w， 则 平行 移动 至 无 限 
邻近 的 点 下 十 qdX, 的 分 量 略 去 高 阶 小 最 后 应 为 
ut (X) tdu=u (KX) — TS u CX) dx , (7.5.22) 


这 里 所 出 现 的 三 指标 的 系数 三 久 也 是 点 的 函数 ， 在 上 式 中 在 点 天 
取 值 。 它 起 着 联系 向 量 u 在 点 六 和 无 限 邻 近 的 点 X +dX 的 分 量 
的 作用 。 换 言 之， 它 体现 了 在 Es 的 曲线 坐标 系 中 平行 移动 是 什么 
WA. Ph 中 做 连 络 对 象 ， 是 一 个 很 重要 的 量 、 为 了 今后 应 用 我 
们 有 必要 对 它 仔 细 研 究 一 下 。 首 先 ， 由 于 


X,4=X,f 5 (7.5.23) 
按 定 义 
Th ez=8,e;=x,s=x,us=8;e= The, (7.5.24) 
可 知 连 络 对 象 关 于 下 标 对 称 
Th= Th. (7.5.25》 
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在 新 的 曲线 坐标 系 (i 中 


Byer =x, p p= DY pey $ 《7.5.26》 
利用 
e; = A:, eis (7.5.27) 
DY por =por =3p l A; ©1) 
=44, ði, e) 
= 4}, A$ ase, + Al, 0:8; At. 
一 入 A. T% e, +44,8; A', Ator 
=4;, Ai, AV Fher + A, AY 0s Ater 
(7.5.28) 
得 
有 和 
(7.5.29) 
考虑 到 


0=0,( 47 A!) = A} 0, AB + Ao, AV, (7.5.30) 

A, Ai =— 4,08, AY, (7.5.31) 
《7.5.29) 又 可 写成 

TV ,= 4 

(7.5.32) 

TUER, AG) 到 G"), Thy Bi (7.5.29) 或 (7.5.32) 变 
换 。(7.5.29) 或 (7.5.32) 式 的 第 二 项 使 之 不 成 为 张 量变 换 公 式 * 
因此 ， 这 样 在 每 个 坐标 系 中 都 可 算出 来 的 到 个 数 三 % 不 是 张 量 ， 
称 为 仿 射 空间 EE。 的 连 络 对 象 ， 在 仿 射 坐标 系 里 ， 因 为 01 二 常量 ， 
从 定义 6set= 二 和 6s 可 以 看 出 二 0。 但是， 在 曲线 坐标 系 里 一 
般 地 大 % 半 0， 这 种 现象 是 不 足 为 奇 的 ， 因 为 它 不 是 张 量 。 如果 是 
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张 量 ， 则 因为 张 量 的 变换 规则 是 关于 该 几何 量 的 分 量 是 齐 次 的 。 
只 要 在 一 个 坐标 系 里 为 零 ， 则 在 一 切 坐标 系 里 均 为 零 。 
现在 ， 有 了 曲线 坐标 系 所 确定 的 连 络 对 象 ， 我 们 就 可 以 回 过 
头 来 对 张 量 进行 微分 运算 了 。 设 有 向 量 场 U(X) 随 点 而 变化 ， 求 
u(X) MAX 至 无 限 邻 近 的 点 羡 十 dX 的 增 量 的 分 量 叫 做 绝对 微 
分 ， 记 为 Du{。 注 意 到 u 在 基 +d 久 之 值 u( 卫 +dXX) 的 分 量 为 uA(X 
十 dXX) 。 如 果 保 持 u( 关 ) 在 苦 点 的 值 不 变 ， 但 平行 移动 至 半 十 dX 
点 ， 它 的 分 量 为 st 十 du 二 ww 一 夏 和 wtdx*， 所 以 
Dut=ut (X +dX)—[ut (X) 一 T$,utdx11 

= [u + Ti ut ldx 

mut dx!, (7.5.33) 
它 代表 了 增 量 Au 一 PERO sO 的 线性 主要 部 分 在 《XX， 
{es 的 分 量 ， 其 中 


ut mu, +D jau? (7.5.34) 
叫 协 变 微 商 。 容 易 证 明 ， 从 Gi) 到 新 系 (i”) 我 们 有 

Du =A! Du, (7.5.35) 

u p= AU AS, utys » (7.5.36) 


即 它们 都 是 按 张 量 的 变换 规律 变化 的 。 为 了 求 一 阶 协 变 张 量 w 的 
绝对 微分 和 协 变 导数 ， 仍 和 一 样 ， 我 们 先 要 求 出 它 的 平移 规 
律 ， 设 定义 在 丈 点 的 一 阶 协 变 张 量 w 平 移 到 点 四 十 d 下 的 分 量 为 wk 
十 du， 为 了 计算 ws 十 du 我 们 用 一 个 任意 一 阶 逆 变 张 量 ut 通过 和 
v4 乘机 和 继 并 得 到 一 个 零 阶 张 量 ， 即 标量 utv,。 标 量 只 有 一 个 分 
是 一 一 一 个 数 ， 而 且 平 移 后 其 值 不 变 ， 即 


uto,= (ut + dut) (vi+ dvs) 。 (7.5.37) 
LES DS S 并 将 (7.5.21) 代入 我 们 有 
utdo,= —duko = T' FutdxiUs o (7.5.38) 


Hut 的 任意 性 ， 于 是 
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do,=Ttodx! , (7.5.39》 
就 是 说 ，vs 从 点 承平 行 移动 至 点 苹 十 d 际 的 分 量 为 
s (X) tdor=v0 (X) + TY (X)dx!, 《7.5.40) 
于 是 ， 绝 对 微分 大 
Do, =o, (X +dX)— [u, (X) +T? (XK) dx!] 


= (vi,z — D} va) dx’ 


=usjdx!, (7.5.41) 
其 中 协 变 微 商 
vn =V, Th Vre (7.5.42) 
同样 可 证 
Dur = A; Dvs (7.5.43) 
Vi ygt = Air Afi Uisge (7.5.44) 


利用 结果 (7.5.21) 并 构造 标量 T4 v 又 可 求 得 (1,1) 阶 张 量 To 
RX 345318 X + dX 02 8 
TX +i TaT X) + TT X) lde. 


(7.5.45) 
于 是 得 


了 (7.5.46) 
总 之 ， 用 构造 标量 的 途径 可 得 任意 张 量 的 平移 法 则 ， 并 一 般 地 得 
到 张 量 场 ， 例 如 $151( 半 ) 的 绝对 微分 和 协 变 导数 


Dr= $mdx™, (7.5.47) 
Bissm= kmt Di, ó"! 


+ Dip? n That A r (7.5.48) 
仔细 观察 可 以 看 出 式 中 连 络 对 象 出 现 的 次 数 和 该 张 量 的 上 下 标 次 
数 扯 同 ， 符 号 则 与 上 下 标 有 关 。 容 易 证 明 ， 在 新 的 曲线 坐标 系 
G ) Burm 仍 服从 张 量 分 量 的 变换 规律 
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(MN AAA, Aj AnG rnme (7.5.49) 
就 是 说 ，(p,q) 阶 张 量 的 协 变 导数 是 (p,q+-1BUKEL, TANA 
分 D4"n 则 是 和 原 张 量 $' 坟 :同型 的 张 量 。 当 (i) 是 仿 射 坐标 系 即 各 
点 的 局 部 仿 射 基 相 同时 ,由 (7.5.19), 各 I 一 0， 从 (7.5.48) 
可 以 看 出 ， 此 时 协 变 导 数 退 化 为 偏 导 数 ， 而 绝对 微分 退化 为 一 般 
微分 。 

应 该 注意 ， 绝 对 微分 和 协 变 导数 的 计算 ， 亦 即 张 量 分 析 并 未 
涉及 空间 有 无 度量 的 问题 。 


87.6 非 完 整 系 


给 定 曲线 坐标 系 G) 就 可 以 按 定义 找到 相对 应 的 局 部 基 向 是 
8 一 x%*， 这 种 和 一 个 曲线 坐标 系 相对 应 的 基 称 为 完整 标 架 (或 完 
整 系 )。 各 基 疝 量 就 是 坐标 曲线 的 切 向 量 。 但 是 经 常 因 某 种 特 殊 
情况 需要 引入 不 直接 由 坐标 系 派生 的 标 架 ， 这 时 就 产生 相反 的 问 
题 ， 如 果 在 空间 ,的 某 区 域 的 每 一 点 都 给 出 n 个 线性 无 关 的 向 量 
《用 大 写 指标 表示 ) 
er(x1) 一 4 (x), ， (7.6.1) 
其 中 @ 是 原来 某 个 坐标 系 (i) 的 基 向 量 。 不 失 一 般 性 可 设 (i) 为 仿 
射 系 ， 于 是 


det Af +0 (7.6.2) 
“存在 A) 使 得 
A Aj=9, AA =d. (7.6.3) 


若 设 函数 ANEC (有 一 阶 连 续 导数 ) ， 则 这 些 向 量 (7.6.1) 是 
由 某 个 曲线 坐标 系 {X 沾 派生 的 基 向 量 e:=0x/0X'! 的 充分 必要 条 
件 是 44(x2 可 积 ， 即 
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` du A=, 《7.6.4) 


这 时 就 有 

ax! 
Ox ° 
如 果 (7.6.4) 不 满足 ， 就 不 存在 相对 应 的 曲线 坐标 系 ，{er} 就 称 
为 非 完整 系 。 

对 于 非 完整 系 ， 局 限于 一 个 点 ， 一 切 张 量 代数 运算 照旧 能 够 
进行 。 但 是 ， 在 进行 张 量 分 析 运 算 时 就 又 进一步 产生 问题 了 ,前 
面 求 协 变 导数 时 要 求 计算 偏 导数 ， 现 在 既然 不 存在 坐标 系 {K}, 
当然 无 从 谈 起 对 X! R 偏 导数 。 为 了 克服 这 个 困难 ， 我 们 可 以 对 
非 完整 系 引 进 Pfaff 导数 ， 


Aix) = (7.6.5) 


df 
BLRC ),]— Af 04。 (7.6.6) 
考虑 到 
0=8,CAl AD) =0,4A1 A+ 443; Aj, (7.6.7) 
O01A} =A; A; 94 一 一 全 人 9.4， (7.6.8) 
从 
8,8;= AI 01(A1 8,))= At A} 96 十 4 8,438, 
= A; 448,3; — At Aš 8,AF8,, (7.6.9) 
8,8,= At 450,0,— 4 At 8,AF8,, (7.6.10) 
我 们 有 
BJ01~010,=(0,A? —0,A7) At Atd, 
=2 At Aður Að. (7.6.11) 
由 于 非 完整 系 不 满足 (7 .6.4) 式 ，Pfaff 导数 的 次 序 已 不 可 交换 ， 
ðs F007, (7.6.12) 
其 中 这 ma 个 数 P 
Oo 一 Aj Aja AP, (7.6.13) 


* 129 + 


是 表征 非 完 整 系 特征 的 ， 称 为 非 完 整 对 象 。 它 可 用 来 判断 一 个 系 
是 否 完整 系 。 它 是 关于 下 标 为 反对 称 的 ， 因 为 
Q, K= = A; 4478: 74&， 
一 一 4: Aja Ar 一 一 Or (7.6.14) 
非 完 整 对 象 不 是 一 个 张 量 ， 它 的 变换 规则 是 
rar = At, A, Du AR 

= At A, AK D A5, + At, A, AF0. AE 

= Al, 41, AS At A50 AE — At, A AR On AE 

= A, A, AV Q, — AF.0,,, AE. (7.6.15) 


在 完整 系 里 我 们 已 定义 了 连 络 对 象 , 它 在 坐标 变换 时 按 
(7.5.32) 变 换 。 现 在 按 此 规律 可 以 引进 非 完 整 系 的 连 络 对 象 
DE = A A} AE Ti A 4 DAF. (7.6.16) 
在 完整 系 中 本 ,二 0。 然 而 对 非 完 整 系 ， 由 于 条 件 (7.6.4) 不 满 
E, 
Ta =—445F Ak Ti — Al Ai 6 .AF 
=— 4; 4; Ak Pan —Ai AJ. Af 
=— Ai A u Af, 
一 一 人 rr 
二 0， (7.6.17) 
故人 所 在 非 完整 系 中 已 不 再 关于 下 指标 对 称 了 ,对 非 完 整 系 ， 我 
们 也 可 形式 地 引进 绝对 微分 和 协 变 导数 。 因 为 任意 张 量 场 , 例 
如 T!j( 义 ) 的 绝对 微分 DT'y 和 协 变 导 数 T1j;s 也 是 张 量 场 ， 从 完 
整 系 (让 到 非 完整 系 (7) 它们 的 分 量 按 张 量 分 量 的 变换 规律 变化 、 
有 
DT!,=A!4;DT',, (7.6.18) 
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7 一 4 人 ks (7.6.19) 
经 过 计算 可 知 在 (1) 系 里 仍 有 

DT';=T' dX", (7.6.20) 

Tijsr=T!,r—T T+ TTIy, (7.6.21) 
其 中 dX!'= Aldx!， 而 T'j,z 应 理解 为 Pfaff 导 数 ,对 于 更 一 般 的 张 
量 也 可 得 到 类 似 的 公式 。 


$7.7 KRZ] Ra 


至 今 一 切 讨论 是 在 仿 射 空 间 E, 内 进行 的 。 我 们 建立 了 点 的 
集合 与 实数 组 集 的 对 应 关系 ， 由 此 得 到 向 量 的 定义 ， 引 进 了 体现 
瑟 , 的 平行 性 的 连 络 对 象 个 iy 等 等 ， 从 而 可 以 进行 求 导 等 运算 。 这 
种 平行 性 并 不 是 额外 引进 的 ， 它 仅 是 由 于 E, 的 点 与 实数 系 对 应 
的 结果 。 

现在 我 们 在 E, 中 引进 一 个 新 的 运算 ， 叫 做 两 个 向 量 的 标量 
积 。 它 的 引进 将 使 空间 的 性 质变 得 大 为 丰富 。 

任意 两 个 向 量 u 和 v 的 标量 积 uv 是 具有 下 列 性 质 的 u 和 v 的 


非 退化 标量 值 函 数 
(1 ) 对 称 性 ，uvy 一 vu， - (7.7.1) 
(2 ) 线 性 性 ，uU(y 十 w) = 一 uvy 十 UW。 . (7.7.2) 
由 性 质 (1) 和 (2) 又 可 得 到 
(v+w)u=vu+wu, (7.7.3) 
故 它 是 所 谓 双 线 性 的 。 
(EZE, ut=uu>0," Vu=e0, (7.7.4) 


非 退化 意味 着 对 于 任意 的 u 二 0， 人 重 可 找到 一 个 v 使 得 uv 六 0。 

由 这 样 定义 的 标量 积 装备 起 来 的 仿 射 空间 Ea #k 为 欧 氏 空间 
Ra. 

向 量 几 的 标量 平方 和 长 度 分 别 定义 为 
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ut=uu, (7.7.5) 


和 

jul = vut. (7.7 6) 
两 个 向 量 u 和 v 称 为 正 交 的 ， 如 果 满 足 

uv 一 0。 (7.7.7) 
向 量 u=[ 了 一 节 ] 的 长 度 称 为 点 革 和 了 间 的 距离 ， 记 为 

XY=,/(Y —X>:. (7.7.8) 
各 个 基 向 量 et 之 间 的 标量 积 记 为 

Giy = U0 = 804g (7.7.9) 
BR, IRR. EBRERGC >G 

y= p= Al, Al,ee=A, Af gu, (7.7.10) 


故 gs 是 二 阶 协 变 张 量 ， 称 为 协 变 度量 张 量 。 我 们 独到 ，6; 是 由 
基 向 量 的 标量 积 定义 推出 来 的 。 反 过 来 ， 有 了 gss 就 可 求 得 任何 


两 个 向 量 的 标量 积 
uv = (ü'0,) (V104) =utu!eve,=utu!g,,, (7.7.11) 
因此 ， 为 了 使 E, 变 为 R,， 定 义 标量 积 和 定义 度量 张 量 是 等 价 的 ， 
即 它们 间 是 可 以 互 推 的 。 
我 们 还 可 进一步 求 得 任何 向 量 u 的 长 度 ， 


lu|=./goutu! ， (7.7.12) 
这 正 是 度量 〈 即 长 度 之 意 ) 张 量 一 词 的 来 源 。 标 量 积 的 正定 性 等 
价 于 度量 的 正定 性 ， 即 

detg, >0, (7.7.13) 
因为 对 任意 u 志 0， 

u'u’ g, = (ute,) (utes) =uu>0 (7.7.14) 

是 正定 二 次 型 。(7 .7 .13) 保 证 了 [gss] 的 逆 阵 [9g1] 的 存在 ， 即 满 
E 

g'!gs=0;. (7.7.15) 
将 由 (7.7.15) 在 (让 求 得 之 g 变换 至 (得 , 
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g, =A Ag". (7.7.16> 
可 以 证 明 它 与 gr' 也 是 互 遂 的 ， 即 
g! gr’=( A AF g'1) CAT. Argnt) 
= AV AKÒ? g” Imi 
bani A At, 9 Iir 
= A AE, ò 
= A{ Ap =ó, (7.7.17 
因此 ， [Iu J[g 18 Ra RS FFE, gA Ra 的 逆 变 度量 张 


NE. 度量 张 量 gy 的 引进 使 Es 的 张 量 运算 大 为 改观 。 要 看 到 这 一 
点 ， 我 们 先 从 基 e 构造 新 的 一 组 基 


e‘=g"e;, (7.7.18) 
它 也 是 线性 无 关 的 ， 因 为 由 

a,et=a,g'!e,;=0 (7.7.19) 
和 detg4 寺 0 便 得 出 =0，1 入 1 <n, HUE 

e” =A! et (7.7.20) 
和 

G= gy. (7.7.21) 


T E1efHb ARKI — AR. H(7.7.20)uf Si et ay aE N 
EREATARA, KAX AuIB, AX, 
PHARE. E u BAE e) E2y 8, 

u=u;e!, (7.7.22y 
一 阶 协 变 张 量 w 是 u 在 基 {e'} 的 分 量 。 利用 (7.7.18) 和 (7.7.21)， 
从 (7.1.27) 和 (7.7.22) 可 得 

u= gju (7.7.23) 
和 

ut=g'uy, (7.7.24) 
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RH, POR E, 中 EPRA EAN HE REEE 
HIKI”, gy 《在 Rs 内 〉 联系 起 来 了 ， 它 们 均 代 表 同 一 个 几何 
量 一 一 向 量 ， 分 别称 为 向 量 u 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 。 正 因为 这 
个 原因 ， 采 用 了 相同 的 芯 字 母 u。 这 里 度量 张 量 起 着 升降 指标 的 
作用 。 对 于 高 阶 张 量 ， 情 况 完全 一 样 。 例 如 仿 射 景 了 就 有 四 种 不 
人 同 的 分 量 表示 :， TH, Tir TAT? ， 它 们 只 是 同一 个 张 量 的 不 
同 表示 而 已 。 

因此 ， 在 R, 中 以 g 沟通 起 来 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 之 间 已 
无 区 别 ， 这 样 就 可 以 采用 不 同 分 量 形式 ， 印 下 指标 的 累 装 而 直接 
对 几何 量 本 身 进行 运算 的 绝对 符号 法 。 它 有 简洁 明 逐 和 几何 概念 
突出 的 特点 ， 感 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [31。 

下 面 再 讨论 一 下 在 欧 氏 空间 R。 内 进行 的 张 量 分 析 。 在 E, 中 


连 络 对 象 六 4 是 由 

9,e;=Ti;e, (7.7.25) 
引进 的 。 现 在 在 网 氏 空间 R, 里 ， 用 8: 点 乘 上 式 两 边 

T'ie,et=(6,ep)e: (7.7.26) 
从 而 得 到 

卫生 一 (8tey)e*。 (7.7.27) 
但 是 如 果 用 et 点 乘 (7.7.25) 两边， 我 们 又 得 到 

(8,e)e,/=T'l,gu=T e ËÍ =[ii,k], (7.7.28) 

SAM, ##ee;=g Xx Rs 483] 

Oiei8s+ e028 = gi, a (7.7.29) 
BI 

Tt Tes= gisas (7.7.30) 
经 指标 轮换 后 得 到 

Tisst Ts= gs8 54» (7.7.31) 

Tit is= gr ss 《7.7.32) 


后 两 式 相 加 并 减 去 (7.7.30) 式 得 
.134 ， 


Dag y sata gs), (7.7.33) 
并 且 有 
= Ont gg (7.7.34) 
可 见 ， 在 尺 , 中 连 络 对 象 志 和 直接 由 度量 张 基 来 表达 。 直 接 由 度量 
张 量 导出 的 连 络 对 象 经 常用 符号 


[ij,k]=Tiss, (7.7.35) 
k 
他 = (7.7.36) 


表示 ， 并 且 称 为 第 一 类 和 第 二 类 Christoffel 符号 ,于 是 ， 在 欧 氏 
空间 Rs 中， 第 一 类 和 第 二 类 Christoffel 符号 完全 由 度量 张 量 决 
定 了 ， 由 此 可 进行 求 张 量 的 绝对 微分 、 协 变 导 数 等 运算 。 


87.8 流 形 


上 面 提 及 在 仿 射 空 间 En 中 的 连通 区 域内 可 引入 各 种 曲线 坐 
标 系 ， 这 些 坐标 系 间 可 以 互相 1-1 对 应 地 进行 变换 ， 


xi =xi' (x!) 和 相反 地 Xx’ 二 x'(xi" )， (7.8.1) 
其 中 变换 函数 具有 NV 阶 连续 导数 ， 简 称 N 阶 变换 ， 记 为 
N 
(4) < >G), (7.8.2) 


空间 的 仿 射 性 在 于 在 (7.8.1) 中 存在 一 族 特殊 的 相互 可 以 用 线性 
变换 联系 的 坐标 系 

(GD<>Gi)， (7.8.3) 
这 里 “人 表示 变换 函数 是 线性 的 。 如 果 放弃 这 种 特殊 的 坐标 系 的 
存在 任 的 假设 ， 这 个 区 域 就 不 再 是 已。 的 一 部 分 ， 而 只 是 一 个 失 
去 仿 射 性 质 的 点 的 集合 ， 记 为 顺 . WREXEN, (ERR 》 
E82' 之 间 存 在 映射 
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X<— (xt)€Q, (7.8.4) 
Xe (x VER, (7.8.5) 


REAM R 尺 " 的 连通 区 域 ， 并 且 {x4} 和 {xif } 间 存在 N 阶 变换 
(7.8.1) ， 则 称 丽 为 简单 流 形 。{x4 或 简 记 为 (就 称 为 该 简单 流 
形 驶 的 坐标 系 。 阶 简单 流 形 丙 可 以 映射 到 一 “<x: < 二 co， 它 
们 是 没有 边 的 ， 吕 体现 了 {x!} 的 变化 区 域 的 在 入 阶 变换 (7.8.1) 
下 的 不 变性 质 。 当 六 越 大 ， 容 许 的 变换 就 越 小 ， 流 形 上 的 性 质 就 
越 丰富 。 当 信 二 0， 我 们 有 连续 变换 ， 所 得 的 流 形 慌 叫 拓 扑 流 形 。 
在 今后 的 讨论 中 以 至 少 等 于 2。 如 果 这 个 失去 仿 射 人 性 质 〈 即 不 存 


在 仿 射 坐标 系 (D)<>(i7)) 的 点 集 不 能 引入 统一 的 坐标 系 CJl 
如 整个 球面 或 环 面 )， 但 可 以 把 它 看 作 是 若干 个 简单 流 形 的 颖 
合 ,我 们 就 有 一 般 流 形 mis。 流 形 微分 几何 讨论 局 部 性 质 。 流 形 的 
每 个 局 部 又 可 看 作 简单 流 形 ， 在 那些 若干 个 简单 流 形 互相 重 普 的 
部 分 ， 我 们 假定 每 部 分 的 有 关 坐 标 系 也 通过 N 阶 变换 (7.8.1) 联 
系 。 

在 流 形 中 ， 由 于 失去 仿 射 性 ， 已 不 能 像 仿 射 空间 E, 那 样 作 
为 两 点 差 来 定义 可 以 自由 平移 的 向 量 了 。 但 是 ， 在 m, 的 每 一 点 
站 ,仍然 可 以 像 。 那 样 定义 各 种 张 量 ,进行 张 量 的 代数 运算 ， 因 为 
它们 只 是 一 定数 目的 与 每 个 (i) 相 联系 并 且 通 过 AU =8xi' /8xf、 
,进行 变换 的 有 序数 组 而 已 。 由 于 (7.8.1) 是 W 阶 变换 ， 这 些 
系数 41 ， A, 是 存在 的 ， 例 如 ，7T'y(X) 按 规律 


T” p OOSA} OOA OOTA (7.8.6) 


变换 到 (i’)， 形 式 上 这 一 切 好 像 和 ,的 曲线 坐标 系 一 样 。 但 实际 
上 ， 这 两 者 已 有 本 质 差别 。 因 为 在 流 形 N, 上 已 不 存在 向 量 ， 因 
而 不 存在 甚至 是 局 部 的 仿 射 坐标 基 {et} ， 那 当然 就 谈 不 上 某 向 量 
4 以 及 它 的 作为 在 e 上 分 解 的 分 量 内 了 。 因 此 ， 变 换 公式 (7.8.6) 
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对 流 形 来 说 只 是 形式 上 的 。 出 现在 流 形 上 不 同 点 的 张 量 相互 间 没 
有 联系 ， 不 能 进行 平移 比较 ， 更 谈 不 上 进行 运算 。 即 使 在 某 坐标 
ROE, PMAX MAX AEH ER E 

TX )=Ti (X), (7.8.7) 
在 另 一 坐标 系 (i’) 中 这 一 等 式 一 般 就 不 成 立 了 ,为 了 越过 这 一 障 
碍 ， 我 们 设 另 有 一 仿 射 空间 A, (原点 为 0) , HEXEN 与 
OEAs, 相 对应。 我 们 要 求 在 点 六 上 的 一 阶 逆 变 张 量 u、v'、… 等 和 
44s 中 的 向 量 U、v、… 间 建立 一 个 保持 线性 关系 的 1-1 对 应 ， 

uou, uteweaut+ÜPuteau+Pw, 

Va, PER. (7.8.8) 

这 种 对 应 可 以 如 下 实现 ， 在 坐标 系 ( 念 下， 在 驶 * 的 天 点 上 取 n 个 
线性 无 关 的 一 阶 逆 变 张 量 ， 例如 第 7 个 张 量 的 第 ;个 分 量 记 为 6 

ge=ò_(G=1,2,n, dete'=0) (7.8.9) 


作为 基 ， 又 取 -4 的 任 一 组 基 {e 少 按 次 序 与 之 对 应 。 下 面 看 到 这 种 
对 应 唯一 确定 了 在 对 的 几何 量 zE 双 与 4 中 的 向 量 u 的 对 应 关系 。 
因为 任何 4! 可 表 为 


ut=óiuft=uet, (7.8.10) 
í 
则 根据 (7.8.8)， 在 4 中 有 唯一 的 向 量 
u=wue; (7.8.11) 


与 之 对 应 。 这 样 4* 的 全 部 向 量 就 和 天 点 上 全 体 一 阶 送 变 张 量 建 立 
起 一 个 保持 线性 运算 关系 的 1-1 对 应 。 形 象 地 说 ， 这 个 4 就 好 像 
是 挂 在 KE, 上 的 ， 称 为 于 在 大 点 上 的 仿 射 切 空间 。 
BEEM Lit X SAG R =x). E 坐标 变换 (7.8.1》 
中 ， 沿 曲线 的 无 穷 小 移动 
dx = dx'= Af dat (7.8.12) 


是 一 阶 逆 变 张 量 ， 在 4 对 应 有 无 穷 小 量 
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dx=4dx'e,, (7.8.13) 
于 是 ， 在 头 的 所 有 dx， 上 略 去 高 阶 小 量 后 ， 为 X LANDAR 
无 穷 小 向 量 所 对 应 。 可 以 说 ，A, 不 仅 在 点 切 于 Ma MEZE 
无 穷 小 范围 内 精确 到 高 阶 小 量 和 哆 , 贴 在 一 起 ， 捍 合 在 一 起 .如果 
把 关 作 为 4, 的 原点 O〈 今 后 总 是 这 样 做 的 ) ， 形 势 就 好 像 某 曲面 
的 切面 切 于 某 一 点 一 样 ， 这 样 就 可 把 流 形 上 的 运算 转移 到 切 平面 
上 去 .如 果 约 定 地 也 称 92, 的 一 阶 道 变 张 量 为 向 量 的 分 量 ， 则 
2 就 是 第 了 条 坐标 曲线 的 切 向 量 的 第 ;个 分 量 。 因 为 过 下 点 的 第 7 


条 坐标 曲线 为 
x!=t16i (t=x!), (7.8.14) 
则 
4 
=de, (7.8.15) 


坐标 RGB Ete =, 在 (让 系 的 基 上 的 分 ht W 


Ox i Ox or 
ti ei'—— ë 
了  0xi' 人 ôx 好 


=9x i 
a= 


_ Ox! 
Ox7 


Ox! 
es (7.8.16) 


这 正 是 仿 射 坐标 系 基 向 量 的 协 变 规律 。 
根据 (7.8.8)， 上 式 又 给 出 在 4 对 应 于 :的 向 量 


e=-9x', 7 
e= gr (7.8.17) 


由 于 det 0xt/8xt' 380, (e RREERH, EE S EX 点 在 
ROE APZ A, 0938, 
设 (7.8.8) 式 的 向 量 u 在 {e!} 上 可 表 为 
u=ā'" e; $ (7.8.18) 
将 (7.8.17) 代 入 (7.8.11) 并 与 上 式 比较 得 
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ni uu , (7.8.19) 
这 里 w' 是 一 阶 道 变 张 量 寻 从 系 (人 变换 至 (i") 的 分 量 。 可 见 在 Jn 
上 由 变换 法 则 得 到 的 uf" 与 在 4 相对 应 的 向 量 u 在 基 {ei,} 的 分 量 
是 相同 的 。 因 此 ， 想 求 得 ui' 有 两 条 途径 ， 或 者 直接 在 Ji 上 用 () 
~ (i) 的 变换 ， 或 者 将 u 在 基 {ei,} 上 直接 分 解 。 
关于 微分 流 形 的 严格 定义 ， 我 们 在 第 九 章 里 还 要 进 一 步 讨 
论 . 
在 呐 , 中 也 有 非 完整 系 的 问题 ， 在 驶 。 给 出 坐标 系 (D)， 则 可 
确定 点 六 上 的 基 {9'}， 从 而 确定 点 站 的 切 空间 A, 的 ER. 


如 果 反 过 来 ， 任 给 定 {et 小 ， 即 给 定 4f (det At. 看 0， 从 而 A! 也 
给 定 )， 


ep 一 4 et (7.8.20) 
就 可 求 出 潜在 点 关 的 一 组 基 
e= Aye, (7.8.21) 
1 
如 果 
uA =0, (7.8.22) 


则 可 通过 积分 < = | A'da! 求 得 坐标 系 (i/)。 这 个 坐标 系 的 BË 
标 曲 线 的 切 向 量 在 (i) 系 具有 和 (7.8.21) 相 同 的 分 量 ， 因 为 ， 


i 
ap A = 4 of = A 
A 


=4p òi =A et, (=x). (7.8.23) 


若 (7.8.22) 不 满足 ，(7.8.21) 就 是 驶 的 非 完整 系 。 在 今后 的 讨 
论 中 ， 如 不 特别 声明 ， 我 们 一 般 都 假设 (7) 为 非 完整 系 ， 而 (为 
完整 系 。 
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$7.9 仿 射 连 络 空间 La 


# E, 中 由 于 允许 仿 射 坐标 系 ， 从 而 得 到 自由 向 量 和 平行 移 
动 性 ， 即 平行 性 质 已 由 空间 的 性 质 所 完全 确定 。 引 进 曲 线 坐标 系 
后 ， 由 

8,e;=x, =e (7.9.1) 


给 出 的 连 络 对 象 太 ;就 集中 地 反映 了 五。 的 平行 移动 性 质 。 在 一 般 
的 非 完整 系 (7) 里 ， 连 络 对 象 按 下 列 规律 变换 ， 
TY = A A AE TE, +AF ar AE 
一 4 4, APTE _ A, Aj a, Az, (7.9.2) 


HERR, Ti. BEZE R, Tir 0, BEJE XP 
的 ,这 种 非 对 称 性 来 源 于 坐标 系 的 非 完 整 性 而 不 是 空间 的 性 质 。 

现在 在 M, 中 不 允许 仿 射 坐标 系 ， 因 而 没有 由 空间 性 质 所 规 
定 的 平行 移动 法 则 ， 没 有 向 量 ， 也 就 无 从 用 (7.9.1) 通 过 基 向 最 
定义 连 络 对 象 了 .这 似乎 是 无 路 可 走 了 .但 是 正 是 这 一 点 就 给 我 们 
带 来 了 自由 度 , 我 们 可 以 在 玲 * 的 系 (7) 中 直接 引入 按 规律 (7.9.2) 
变换 的 仿 射 连 络 场 三 8yr(X)， 选 择 的 办 法 自然 是 无 穷 无 尽 的 ， 只 
要 选 定 一 种 ， 就 相当 于 赋予 流 形 驭 以 平行 移动 性 质 。 

例如 ， 有 了 xz， 我们 就 可 以 伴随 地 规定 在 基点 的 w( 站 ) 对 
应 于 点 区 十 qd 和 处 的 由 一 太 xusdX7， 认 为 这 两 分 量 是 相等 的 。 这 
种 规定 就 是 人 为 地 在 玲 * 中 加 了 平行 性 的 限制 .用 念 射 连 络 T E 
备 的 流 形 欢 , 称 为 仿 射 连 络 空间 ， 记 为 民 。。 

容易 证 明 变换 (7.9.2) 构 成 一 个 群 。 在 E。 的 (i) 系 里 夏 i 是 对 
称 的 ， 但 在 非 完 整 系 (站 里 ， 六 4 失去 对 称 性 。 因 此， 我 们 没有 
理由 在 浆 * 对 引进 的 太史 的 对 称 性 作 任 何 先 验 的 规定 , KUFE 
我 们 可 以 用 (7.6.13) 式 定义 L, 的 非 完整 对 象 ， 
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QË ALAja Ap = A011 Ab, (7.9.3) 
它 不 是 一 个 张 量 ， 其 变换 法 则 见 (7 .6.15)。 
在 Es 中 恒 有 
Qt+TEn=0, (7.9.4) 
这 是 由 于 在 (7.6.16) 式 中 完整 系 的 连 络 对象 厂 具有 对 称 性 。 若 
8912* 寺 0, 则 修行 ,二 0。 这 仅仅 来 源 于 非 完 整 系 。 所 以 由 01:*==0 
可 推出 和 二 0 即 六 和 关于 下 标 对 称 。 
在 L, 中 ， 由 于 事先 不 要 求 引进 的 fy 具有 对 itk, Qu" 
十 人 6 不 再 便 为 零 , BQ, X=03F2 EER E  =0. TEs 的 非 
对 称 性 有 两 个 来 源 ， 一 方面 来 自 坐 标 系 的 非 完 整 性 ， 另 一 方面 也 
可 以 来 自 空间 性 质 本 身 。 
引入 关于 下 标 为 反对 称 的 
s, =E En 十 Or (7.9.5) 
它 称 为 挠 率 张 量 。 其 张 量 性 来 源 于 其 变换 规律 正 符合 三 阶 张 量 的 
革 则 尽管/，421:* 都 不 是 张 量 )， 
Sr = Th + Ann 
= ALA AR Thn AR SAP, 
+ Ai, Az AZ Q, — Af, bgn AF 
= An Aj Ak (Tht Q") 
= Aj, A, A$ Su", (7.9.6) 
其 中 已 考虑 到 
0=0,óF/=8, (AF, AE) 
=4¥ ôr AE, +4žðr Ak, (7.9.7) 
对 下 标 1'J' 取 反对 称 化 ， 于 是 
0= AZ, r AE, +A On AE 
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=4F oA, — AF02. AE.  (7.9.8) 


找 率 是 决定 空间 性 质 的 张 量 , 正 是 由 于 Sr 使 和 偏离 对 称 性 .如 
. 则 六?> 称 为 对 称 对 象 。 但 是 应 该 注意 , 对称 对 象 不 一 
定 关于 下 标 为 对 称 ， 正 如 在 非 完整 系 里 En 的 联络 对 象 也 是 非 对 
称 一 样 。 我 们 讲 过 三?z 的 非 对 称 性 有 两 个 来 源 ， 非 对 称 性 也 可 能 
来 源 于 非 完 整 系 . 仅 当 Sr 一 0，@rrx 一 0 同时 满足 ， 对 称 对 象 才 
是 关于 下 标 为 对 称 的 。 对 称 对 象 的 实质 在 于 空间 的 挠 率 为 零 。 

PER S, 的 重要 性 质 是 决定 在 这 空间 里 是 否 存在 平行 四 边 

形 ， 或 者 说 平行 四 边 形 是 否 封口 。 我 们 将 说 明 如 下 ， 为 了 摆脱 由 

非 空间 性 质 的 非 完整 系 的 因素 带 来 的 影响 ,现在 考察 完整 系 (i)， 
这 时 

Si =L tie (7.9.9) 


.为 了 弄 请 S+* 也 就 是 六 (0 的 实质 ， 讨 论 两 个 无 限 邻 近 于 X 点 的 点 
人 和民 sz。， 将 dx 沿 qx* 平 行 移动 〈 按 三 ;7)》 到 羡 , 点 得 
dd 
将 dx* 沿 dx* 平 行 移动 到 羡 , 点 又 得 
gz*= dx*— =T isdx’dx', 


(7.9.10) 


(7.9.11) 
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如 果 在 Za 中 存在 平行 四 边 形 ， 则 应 该 封口 计算 
dbt= —dx*—dzt + dxt +dz* 


=—T'idz!dxt +D} dxtdat 

z 

= Tt, (dxtdx!—dxš!dx°) 
1 2 1 2 

=2T t dx dx, š (7.9.12) 
1 2 


记 双 向 量 
df =2dx"dx”, (7.9.13) 


它 代表 了 由 d** 与 4x* 所 张 成 的 有 向 面积 元 ， 于 是 


dbr=T[*  dfu=S, df". (7.9.14) 


HE 看 出 ， 如 果 S0, M db* 寺 0。 这 四 个 一 阶 逆 变 向 量 不 构 
成 平行 四 边 形 。 不 封口 向 量 来 源 于 挠 率 张 量 。Cartan 称 具有 不 对 
称 连 络 的 空间 为 有 挠 率 空间 。 当 3,# 一 0， 我 们 有 无 挠 率 S 间 ， 
WAL 

EEH, HERAA X FEA AX DARE E, H 
5643280, Lah, —Br# 33 Btutuy hR 


xi= x! (t) (7.9.15) 
从 半点 平行 移动 至 人 十 d 基 时 ，w! 的 改变 量 的 主要 线性 部 分 是 

du'=—T4 dx, (7.9.16) 
两 边 除 以 di 得 

d ú k 

S= Ti awon, (7.9.17) 


式 中 全 hy 和 dx*/dt 都 是 在 曲线 上 给 定 的 + 的 函数 ， 如 果 令 uX) 
三 点 作为 初 值 ， 则 根据 微分 方程 理论 ，(7.9.17) 的 解 u((t)) 是 
叭 一 存在 的 。 但 是 ， 沿 不 同 的 曲线 平行 移动 结果 us( 瑟 (为 ) 一 般 是 
不 同 的 ,换言之 ， 在 Za 中 , w 沿 闭 曲 线 平行 移动 回 到 始点 时 的 w' 一 
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般 地 和 起 始 值 不 同 。 

如 果 w( 吕 ) 的 值 与 平移 所 沿 的 曲线 无 关 ， 这 时 的 LKAA E 
对 平行 性 〈 或 远 平行 性 ) 的 仿 射 连 络 空间 。 在 这 样 的 空间 里 ， 在 
某 点 X EI Htut (X), AOON EXHT, SL 
到 定义 在 全 空间 的 一 个 均匀 向 量 场 。 反 过 来 的 问题 是 ， 设 在 空间 
的 每 一 个 点 XX 任意 SE n 个 线性 无 关 的 向 量 ut, (X) (p=1,2, 
…,#)， 亦 即 n 个 向 量 场 ， 如 果 我 们 认为 对 每 个 固定 的 (p)， 各 点 
的 向 量 xc 都 是 平行 的 〈 或 者 说 该 向 量 场 是 均匀 的 ) ， 则 可 以 证 
明 ， 对 应 于 这 种 平行 性 的 仿 射 连 络 古 ;( 站 ) 被 唯一 确定 ， 且 平行 
性 是 绝对 的 。 因 为 每 个 wi, 在 任意 无 穷 小 平行 移动 中 都 必须 满足 


dut, =—T hu dxt (7.9.18) 
或 

ôu, (X 

Pr O =T hu, (X), (7.9.19) 


uh Ty EREUERNR, Tulp (X) Aidu, (X)/dx! 是 给 
定 的。 固定 h 和 i， 令 p 依 次 取 1,2,…，n 值 ， 我 们 得 到 含 4 个 未 知 
量 古 1,…， 丰 4 的 线性 代数 方程 组 (7.9.19)。 按 Eu, 
是 线性 无 关 的 ， 故 (7.9.19) 的 系数 行列 式 det ui,, 直 0， 因 而 可 唯 
一 地 确定 ，1<j<n。 变 动 i,，&, 重复 上 述 步骤 就 可 以 求 出 全 
部 的 站。 由 (7.9.19) 可 以 看 出 ， 用 这 样 的 5 装备 的 L, 必定 是 
有 绝对 平行 性 的 。 

无 挠 率 的 仿 射 连 络 空间 和 有 绝对 平行 性 的 仿 射 连 络 空间 并 不 
是 同 义 语 。 可 以 证 明 ， 无 挠 率 和 有 绝对 平行 性 的 仿 射 连 络 空间 至 
少 在 任意 点 区 的 某 个 领域 里 容许 仿 射 坐标 系 ， 即 厂 和 =0, 因 此 ， 
同 时 具有 这 两 种 性 质 的 仿 射 连 络 空间 称 为 《局 部 ) t 射 空 
间 。 
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在 仿 射 连 络 空间 里 ， 绝 对 微分 和 协 变 导 数 的 运算 和 8 7.5 节 
的 公式 (7.5.47)、(7.5.48) 一 样 。 

空间 是 否 具有 绝对 平行 性 ， 当 然 取决 于 给 定 的 和 也 2 。 但 这 种 
依赖 性 不 是 直接 的 。 而 只 依赖 于 一 个 由 Ti 派生 出 来 的 量 ， 称 为 
曲率 张 量 。 关 于 这 一 点 我 们 将 在 下 一 节 详 细 讨论 。 


87.10 曲率 张 量 (Riemann-Christoffel 张 量 7 


现在 我 们 来 讨论 一 下 仿 射 连 络 空间 的 绝对 平行 性 是 如 何 取决 
于 给 定 的 仿 射 连 络 的 。 为 此 将 (7.9.17) 沿 曲线 从 +=0 到 + 对 r+ 积 
分 得 , 


Awtsu) uo [| Tisu (r) x 
dx* (z) 
AO dr, @.10.D 


图 7-3 
如 果 变量 r 从 0 到 上 只 代表 一 小 段 曲线 Ax” ， 则 我 们 可 以 将 被 积 函 
数 在 六 (0) 展 开 ， 且 只 保留 一 阶 小 量 ， 得 到 


Th (DT Ts(0) + OnT hy): Ax", (7.10.2) 
ut (r) ~ut (0) — TH (0) ur (0) Ax?, (7.10.3) 
代入 (7.10.1) 式 得 I 


t 
Aw=[ Eh a) Diy Th odat 
+ On Diy u Aan] Et dr 
=— ('tp,uby Axt-+ (On Thy 
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2 t dx* 
+ Th Thato) [ Ax" Sac, (7.10.4) 


如 果 上 述 积分 的 路 径 是 一 条 不 打 结 的 小 闭 h Re, xA) = xt (0) 
之 Axt 一 0， 则 上 式 第 一 项 消失 。 


k 
Aut (—Ə, Tt, + Ts, Tha) (0) $ Ax" Ltr, 


(7.10.5) 

设 张 在 闭 曲 线 c 上 的 曲面 D 可 看 成 
x= xt (u°), a=1,2, (7.10.6) 
其 中 v!，v? 是 参量 ， dr = do +3 Si xi dut ， 利用 格林 公式 


将 闭 曲 线 c 上 积分 换 成 D 面 上 的 面积 分 ， 站 
宇 X"(v*) 一 x"(0)， 而 后 一 项 x"(0) 与 0 无 关 ， 于 是 有 


$a Pdr 
= 中 "人 (5 (dot + 9 dot) 
=J| a (a Wr) r(x" Wr) Jao 
=|| (Wr aa a)i 


im 9 xk) 
=[| ir rdo, (7.10.7) 


Oxi™ gxh 


aaam Er 2 为 /ns， 于 是 
Au 一 一 (tn7 hyt Tis Thi) (0) ff, ao. 


(7.10.8) 
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在 闭 曲线 收缩 至 站 点 的 极限 情况 ， 上 式 变 为 
dut=—(T iyt Timin Thadf™, (7.10.9) 


记 I Ë 
R. t=2(0o Tu Timi Th) (7.10.10) 


我 们 得 到 
de =— TR. dpa, (7.10.11) 
这 公式 表明 ， 将 w' 绕 小 闭 回路 平行 移动 一 周 ， 分 量 的 增 量 取 决 于 
四 指标 的 量 Rass'《 可 以 证 明 它 是 四 阶 张 量 )， 称 为 曲率 张 量 或 
Riemann-Christoffel 张 量 。 仿 射 空间 是 否 有 绝对 平行 性 ， 由 曲 
率 张 量 R 是 否 为 零 决定 。 因 此 曲率 张 量 R 是 刻 划 仿 射 连 络 空间 离 
开 绝 对 平行 性 的 度量 。 
我 们 还 可 以 从 另 一 个 角度 看 看 R. 的 意义 。 我们 知道 ， 和 
偏 导数 不 同 ， 对 于 非 完整 系 ， 即 使 在 五, 里 Pfaff 导数 (7.6.6) 的 
次 序 也 不 可 交换 : i 
Bt 一 一 @rvxgxrs0。 (7.10.12) 
现在 ;; 从 更 一 般 的 仿 射 连 络 空间 角度 来 考虑 这 一 问题 ,我 们 将 
证 明 ， 协 变 导 数 是 否 可 交换 ， 不 仅 取决 于 Qu“, MEAR AF 
IT 名 所 代表 的 平行 移动 性 质 本 身 ， 即 空间 性 质 本 身 。 
为 此 ， 先 具体 看 一 个 例子 。 H V” RE “Gs W 
VV =0 (Q ur) +I y V ut— TFV u" 
=0 (Vr + DM) 十 DE, (0 ut Dinu) 
=T} y 
ARRE 十 8y T E aa EAEE 
一 TVa + WTF Dius (7.10.13) 
VirViu =ð ur + T huu — Ph V u" 
Hua Chaos (7.10.14) 
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但 
Əu8,ur= Al, z (Ai uE) 


=Al,9 Ar + Al, At8.0 5 
= ð Af ðu" +AA Ou 
= Ai AYO uu" 


=—Q, 3 uu" 


=Q (Vu — liuu"), (7.10.15) 
于 是 
Vuvnu=(0uT hut TE Dhut Q; tU Eu 
— hnt Q) us 
= TRuatu— St, (7.10.16) 
同样 可 证 
Vuynu=—Riwtuz—SrtVutu, (7.10.17) 
其 中 在 非 完整 系 (7) 里 


Risu” =2 (0T hu + Dhari hut Qr T Eu), (7.10.18) 
其 率 张 量 Riyu* 关于 前 两 个 下 标 为 反 称 。 可 见 ， 协 变 导数 是 否 可 
交换 次 序 依赖 于 非 完整 对 象 Q” 和 由 仿 射 连 络 派生 的 曲率 张 量 
Ri; xt 以 及 挠 率 张 量 Su =r Rant", 即 不 仅 依赖 于 坐标 系 
是 否 完整 系 ， 而 且 依赖 于 空间 的 性 质 本 身 。 对 于 无 挠 率 空间 ， 
《7.10.16) 和 (7.10.17) 式 简化 为 


VuVu = F Rontu, (7.10.19) 


Very nu =— Riu (7.10.20) 
只 有 曲率 张 量 为 零 时 ， 协 变 导数 才 是 可 交换 的 。 如 果 是 无 挠 率 空 
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Rigt =2 0u s+ Tin 。 - (7.10.21) 
这 时 可 以 证 明 曲率 张 量 满足 i 
(1) Ricci 恒等式 
Rigt t+ Ritt Ri £=0, (7.10.22) 
(2) Bianchi-Padova 恒 等 式 
ViR? +V Ra +V Rinw. (7.10.23) 


$7.11 黎 曼 空间 Va 


像 欧 氏 空间 尺 * 是 在 仿 射 空间 天。 引进 度量 张 量 的 结果 一 样 ， 


引进 度量 张 量 
G(X) = gix, x,a") (7.11.1) 


将 使 流 形 商 * 变 成 黎 曼 空间 Va 度量 张 量 是 二 阶 协 变 、 对 称 和 非 
退化 张 量 


gt 一 gj4，detgty 二 0。 (7.11.2) 
根据 $7.8 所 叙述 的 ， 流 形 对 < 和 仿 射 切 空间 4, 的 对 应 关系 是 

u ,VIEMs <—>U, VEA, (7241.8) 
在 4 中 通过 (7.11.1) 引 进 标量 积 

uv=gi utu, (7.11.4) 


这 样 ， 歼 曼 空 间 信 ,的 仿 射 切 空 间 4, 就 变 成 欧 氏 空间 。 
ESHU, EZR R,,， 后 者 在 曲线 坐标 系 里 的 第 一 、 
第 二 类 Christoffel 符 号 完全 由 度量 张 量 确定 。 在 黎 曼 空间 矿 , 中 也 
有 类 似 情况 ， 它 的 连 络 对 象 〈 如 果 要 引进 的 话 》 也 是 不 能 任 给 
的 ， 在 无 找 率 S14* 二 0， 即 连 络 对 象 为 对 称 
Th=T% (7.11.5) 
的 条 件 下 ， 连 络 对 象 由 guj 唯一 确定 。 其 理由 如 下 ， 我 们 将 在 羡 点 
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的 和 vw! 进行 平移 
人 一 一 人 sutda’, dut=— T$ ,v*dx’, (7.11.6) 
其 中 是 待 求 的 连 络 系数 。 作为 标量 ，giyutof 经 过 平移 后 的 增 


量 为 零 ， 即 
0=d(guutof) =dg utu! + gu dut! + gi utdo!, (7.11.7) 
设 gw€EC!， 则 考虑 到 (7.11.6) 之 后 上 式 变 为 


. (gu — Ial ti— giaT p uvda, (7.11.8) 
根据 避 ，v! 和 dx? 的 任意 性 ， 上 式 给 出 
Iisrael t=0, (7.11.9) 
如 果 引 入 
os 一 gm (7.11.10) 
则 由 (7.11.5) 和 (7.11.9) 就 可 唯一 地 得 到 相同 于 (7.7.33) 的 结果 
太一 Omt Iess Iisa), (7.11.11) 
从 而 ， 信 ,的 连 络 系 数 〔 在 对 称 的 条 件 下 ) 就 唯一 地 被 gu 所 确定 。 
Tt, =+" (gnai9n,—u,D), (7.11.12) 


这 样 所 得 到 的 的 无 挠 率 的 连 络 对 象 称 为 黎 曼 连 络 。 
§7.12 度量 空间 M。 


# E, rh 引进 标量 积 〈 其 中 有 正定 性 ) 等 价 于 引进 正定 的 协 

变 度量 张 量 。 这 时 EE 就 变 成 欧 氏 空间 R。 了 。 但 是 在 仿 射 连 络 空 

间 L, 中 ， 没 有 向 量 的 概念 ， 不 能 定义 标量 积 。 故 我 们 只 能 像 上 一 

节 那 样 直接 引入 点 函数 gu (X). 我 们 放弃 9 正定 的 条 件 而 保留 
加 于 go 的 对 称 性 的 限制 G 

gif 二 gjt。 ` (7.12.1) 

这 样 我 们 就 得 到 度量 空间 MX。 它 是 La 引进 bu 后 的 最 一 般 的 空 
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间 。 当 然 较 矿 更 为 一 般 。 因 为 在 从 乙 , 引 进度 量 张 量 gfy 而 得 到 黎 
曼 空间 Vs 的 过 程 中 ， 我 们 实际 上 还 假设 了 

(1) 连 络 对 象 为 对 称 ，Sij* 二 0， 

(2) gusuiof 平 移 后 的 增 量 为 零 ， 即 (7.11.7) 式 。 它 又 可 写 
成 


Vigyx 一 0。 (7.12.2) 
现在 我 们 已 放弃 这 两 条 假定 ， 于 是 一 般 地 Vigyx 寺 0， 记 
Vigis 一 一 Qi (7.12.3) 
称 为 Q- 张 量 。 可 以 证 明 它 是 三 阶 张 量 。 在 非 完 整 系 里 则 有 
Virgvk 一 一 Qrrz (7.12.4) 
或 者 
Qis =J Ial} — girT hs, (7.12.5) 
一 Qrrr 一 9rgvxk 一 gpg 太 1 一 Jsl ire (7.12.6) 


可 见 ，Q- 张 量 依赖 于 引进 Ls 的 giy 和 十 和。 在 欧 氏 空间 里 ， 从 


的 定义 可 以 得 [ij 向 和 人 } 的 表达 式 ， 下 面 我 们 求 在 M。 中 的 相 
应 的 结果 。 由 (7.12.5) 经 指标 轮换 1 一 J 六 >RA->; 得 
Qir =t In ir — Irl Ys ` ia (7.12.7) 
Qnis =i IT uT y ç (7.12.8) 
将 (7.12.5) 加 上 (7.12.8) 减 去 (7.12.7) 并 引进 Schouten 记 号 


Pin es + in hu 《7.12.9) 
和 . 


df š 
gr = Hagn keg 7.12.10) 
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S, = gsl lu (7.12.11) 
得 
—guT + gn”! Ie hit grrT lay gün 
=— Qum (7.12.12》 
从 而 得 到 连 络 对 象 的 表达 式 
rb =gr(gun-Sun++Qua). (7.12.13) 
在 非 完整 系 里 ， 由 于 
Su*=TE n+ Qs (7.12.14) 
TEn Su", (7.12.15) 
相应 地 有 
Th =g"'(zua—Susy+Qusn++Qurn), 
(7.12.16) 
其 中 
Risr=grr hr. (7.12.17) 
ARKATI j HHR INg Iurie 
[ij k]= girs} (7.12.18) 
[=a (7.12.19) 


并 称 为 第 一 、 第 二 类 Christoffel 符 号 ， 从 (7.12.13) 可 以 看 到 ， 
34 S, r=08Q. = 08, M1 ,退化 为 六 ,， 而 连 络 对 象 (7.12.13) 或 


(7.12.16) 退 化 为 黎 曼 连 络 。 


AM, 出 发 加 上 各 种 限制 条 件 我 们 还 可 以 得 到 下 列 各 种 = 


间 : 
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Qij 或 Qivr 可 表 成 Q, = Q,gy, 或 Qirr 二 Qigrg， 这 样 的 
jJ, 称 为 有 半 度 量 连 络 的 空间 。 I . 

如 果 进 一 步 加 上 S, *=0 的 限制 ， 则 称 为 Weyl 空间 ， 记 为 
Wa 

当 Qrys= 二 0， 即 满足 Vi91s 二 0, 但 SA0, ARRERA 
有 度量 连 络 的 空间 或 Cartan 空 间 ， 记 为 C+。Cs 的 连 络 表达 式 为 


Ti=gt(gusn—Surn (7.12.20) 
或 在 非 完 整 系 (了) 里 
Th,=g"?(g9{1p7}— Sus +u), (7.12.21) 


在 $7.11 和 本 节 至 今 的 讨论 未 涉及 由 连 络 对 象 所 派生 的 曲率 
张 量 


Re 一 20907 + Tign Dhe) (7.12.22) 
或 
Rsi =20 T zT + Tisini Dit QT he). (7.12.23) 


从 $7.10 里 我 们 知道 ， 有 绝对 平行 性 的 仿 射 空间 Ls 的 曲率 张 量 等 
于 零 。 在 那里 平行 移动 与 路 径 无 关 ， 

有 绝对 平行 性 的 度量 空间 〈 即 引进 度量 张 量 后 ) 称 为 平坦 空 
伺 。 如 果 平 坦 空 间 的 连 络 为 对 称 ， 且 存在 这 样 的 坐标 系 i) RIE 
完整 系 (1) 使 得 

94 一 常数 或 g17 二 常数 ， (7.12.24) 

则 我 们 有 

(1) 殉 氏 空间 R。， 若 giyv'v1>>0，YVv'。 

(2) Minkowski 空 间 ， 若 goyptof<0，Vut。 
满足 Qiys=0, 但 Siy* 志 0 的 平坦 空间 称 为 有 远 平行 性 的 空间 。 

于 是 我 们 有 下 面 的 各 种 度量 空间 的 分 类 表 ， 
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部 4 


备 种 度量 空间 分 类 


度量 空间 Mr。 


“0 


_ 有 半 度 量 连 结 的 空间 


Wesi AW a 


Cartan 12, 间 Ca 网 


Qis=Qigs 


piaz 


Kua 
CAA 


l 
I 


SIR, 


Minkowski 空 间 
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Q=0. givivi>0, yv 


Q=0, 9 isu'ui<0, yu ， 


第 作 章 ”微分 几何 与 缺陷 理论 


在 上 一 章 我 们 讨论 了 各 种 各 样 的 空间 ， 其 中 空间 的 本 质 主要 
出 两 个 量 决定 ， 一 个 是 度量 张 量 ， 它 定义 了 空间 中 距离 的 含义 
另 一 个 是 连 络 对 象 ， 与 之 相 联系 的 还 有 两 个 重要 的 量 ， (1) Rie- 
mann-Christoffelsk J sk JH RIKER, (2) Cartan 张 量 或 指 率 
张 量 Swx*。 这 两 个 量 是 根据 连 络 系数 六 ;定义 的 。 此 外 还 有 第 三 
个 重要 的 量 Q- 张 量 ， 它 可 用 度量 和 连 络 对 象 表示 。 

所 有 这 三 个 重要 的 量 都 不 为 零 的 空间 是 最 一 般 的 度量 空间 。 
如 果 Q- 张 量 为 零 ， 这 是 Cartan 空间 ， 如 果 曲 率 张 量 为 零 ， 空 间 
是 平坦 的 可 积 的 ， 如 果 拨 率 张 量 为 零 ， 空 间 的 连 络 是 对 称 的 ， 如 
果 挠 率 和 Q- 张 量 为 零 ， 这 是 众所周知 的 黎 曼 空 , 间 ， 在 其 中 连 络 
系数 变 成 完全 由 度量 张 量 决 定 的 Christoffel 符 号 。 最 后 ， 如 果 所 
有 三 个 重要 的 量 都 为 零 ， 这 就 是 欧 氏 空间 。 前 面 的 几 种 空间 在 自 
然 界 中 并 不 直接 存在 。 自 然 界 发 生 的 现象 就 小 范围 、 局 部 而 言 ， 
都 可 以 说 是 发 生 在 三 维 欧 氏 空间 只, 之 中 的 。 也 就 是 说 ,缺陷 变形 
之 后 也 仍然 是 处 在 三 维 欧 氏 空间 之 中 的 。 

但 是 ， 我 们 通过 一 些 办 法 把 它 与 种 种 非 欧 空间 对 应 起 来 ， 这 
夺 微 分 几何 的 一 - 些 概念 就 可 以 用 来 刻 划 缺 陷 理 论 。 以 二 维 情况 为 
例 ， 设 一 块 在 二 维 欧 氏 空间 R, 的 平板 由 于 不 均匀 升 小 、 相互 间 脱 
胀 而 产生 热 应 力 。 这 种 内 应 力 的 大 小 来 自 温度 的 不 均匀 分 布 : ,如 
果 将 平板 切 成 微 元 :性 放 而 使 每 个 微 元 都 处 于 无 内 应 力 的 自然 状 
态 , 一 般 而 言 ， 我 们 再 也 不 能 把 各 微 元 拼合 成 一 块 整体 处 于 无 应 
力 的 自然 状态 的 平板 了 。 但 是 ， 如 果 想 象 允 许 它 现 曲 ; 它 会 隆起 
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而 变 成 一 个 曲面 。 这 时 它 就 是 浸 在 三 维 欧 氏 空 间 Rs 中 的 二 维 黎 曼 
空间 。 微 分 几何 的 理论 已 有 证 明 ，* 维 黎 曼 空间 矿 * 总 可 以 浸入 到 
n(n 十 1)/2 维 的 欧 氏 空间 之 中 。 由 这 种 直观 的 想象 我 们 可 以 建立 
变形 后 有 缺陷 的 物体 与 黎 曼 空间 的 对 应 ， 通 过 黎 曼 空间 上 的 种 种 
几何 量 对 缺陷 作 形 象 的 描述 。 当 然 ， 对 三 维 物体 形象 不 是 那么 直 
观 ， 而 且 为 了 描述 更 复杂 的 缺陷 ， 停 留 在 黎 曼 空间 上 是 不 够 的 。 

为 此 ， 我 们 仅 保留 每 个 质点 的 当前 位 置 坐标 x' 作 为 编号 ， 因 而 它 
只 被 看 作 是 三 维 流 形 驶 ,， 而 留 下 很 大 的 自由 度 ， 人 允许 我 们 根 据 
物理 事实 引进 仿 射 连 络 Ti, RERIK gu 来 刻 划 实际 晶体 中 的 
缺陷 特征 一 一 Burgers 向 量 、Frank 向 量 、 位 错 密度 张 量 、 向 错 
密度 张 量 等 等 。 这 就 是 本 章 的 目的 。 


$81 内 应 力 理 论 


在 本 理论 中 给 定 的 是 非 协 调 的 塑性 应 变 e"。 因 为 假设 整体 应 

变 应 是 协调 的 ，e7 满 足协 调 方程 

yxe’xy=0. (8.1.1) 
引进 非 协调 度 张 量 

ml 一 一 xe xX9 一 VXxexyg， (8.1.2) 
来 描述 塑性 应 变 偏离 协调 的 程度 ， 它 同时 反映 了 弹性 应 变 也 是 非 
协调 的 。 

我 们 知道 每 一 个 向 量 都 可 以 与 一 个 反对 称 的 二 阶 张 量 等 价 ， 
它们 称 为 彼此 对 偶 的 。 这 种 等 价 的 对 偶 形 式 可 推广 到 更 高 阶 的 张 
量 。 形 象 地 说 一 个 指标 可 以 和 两 个 反对 称 的 指标 等 价 。 因 此 ， 为 
了 下 面 讨论 的 需要 ， 可 以 令 上 述 的 二 阶 非 协 调度 张 量 1 与 一 个 两 
对 指标 度 称 的 四 阶 张 量 等 价 。(8.1.2) 的 分 量 形式 是 

N= srs0rCsp 4648, (8.1.3> 


于 是 可 以 引进 它 的 对 偶 
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Gss tmnt gae 
mnitirsOrCsp sqsEfuy 
= (mr6ns—OmsGnr)Oress, (Ó,uÓze — 900s) 
s" (ImEnp a —ÂnEmp ,4) (Ó, dav — O69vO0s) 
=20.men!s,a (ÓyuÓae —Ó,yeÓqu) 
一 40tnenltuoly (8.1.4) 
方 括号 表示 对 括 起 来 的 指标 求 反对 称 化 〈 见 87.2)，Gmnue 称 为 
四 阶 非 协调 度 张 量 。 易 证 明 反 过 来 我 们 有 


0 一 二 cnsGaneeteoy。 (8.1.5) 


因此 二 阶 或 四 阶 的 非 协 调度 张 量 都 可 以 用 来 完全 刻 划 内 应 力 理 
论 。 
现在 设想 已 变 了 形 的 物体 处 在 三 维 哆 氏 空 间 R, 中 。 不 失 一 般 
性 ， 在 这 个 三 维 欧 氏 空 间 R, 中 采用 直角 竺 卡尔 坐标 系 O), 度量 
张 量 是 gy 二 611/， 每 个 线 素 dx! 变 形 后 的 现实 长 度 的 平方 是 
ds*=61sdx!dx!, (8.1.6) 
设想 将 变形 后 的 物体 切 成 微 元 (当然 每 一 微 元 又 相当 大 ， 足 以 包 
含 大 量 粒 子 ) ， 并 让 它们 不 受 约束 地 变 成 〈 霖 放 至 ) 应 力 为 零 的 
自然 状态 ， 即 弹性 变形 完全 恢复 ， 这 时 线 素 的 长 度 是 
dł?=ôdX!'dX? =8,;B; B} dx'dx!=gı;dx'dx’,  (8.1,7) 
这 里 设想 在 物体 弹性 变形 完全 饮 复 而 得 到 的 自然 状态 中 仅 保留 了 
物质 点 的 坐标 x! 作为 编号 ， 因 此 它 是 三 维 流 形 驶 *， 在 其 中 引进 
非 完整 系 (1)，B!{f 是 从 (1) 到 (i) 的 变换 系数 。 于 是 
gá=óí BIB; (8.1.8) 
ln 18 pk E ËB #RiR2SHSSR rh5|3kay Em. RŽ, m 就 变 成 
了 度量 空间 M。， 进 而 我 们 可 以 说 它 还 是 一 个 黎 曼 空间 六 .通过 这 
种 方法 我 们 建立 了 处 于 欧 氏 空间 中 的 变形 后 物体 与 虚拟 的 自然 状 
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态 中 以 g:? 为 度量 的 黎 曼 空间 大 的 对 应 关系 。 
现在 我 们 找 出 度量 张 量 gu 与 刻 划 变形 的 量 之 闻 的 关系 ， 这 
是 很 容易 的 事 。 因 为 从 小 变形 理论 知道 弹 往 应 变 张 量 可 以 从 下 式 
得 到 
ds’—d#:=(61— gu)dx'dx!=2essdx!dx!, (8.1.9) 


于 是 

e=} lis — gis) e (8.1.10) 
代入 四 阶 非 协调 度 张 量 有 

Gnnuo=—20.ngnts, vi (8.1.11) 


另 一 方面 , 在 虚拟 的 自然 状态 的 黎 曼 空 间 广 中 ，Riemann-Chris- 
toffel 张 量 完 全 由 度量 张 量 gy 决定 了 ， 它 可 以 表 成 

Riss'= 2 (@ Ty + TliasTho), (8.1.12) 
或 用 度量 张 量 降 指标 得 到 
Ranuv= 9 Rnae? 


= 29yo lim ?yy + Tia) Ti) 

< Ë =2 (iml nuv 十 Traileoir is)。 (8.1.13) 
因为 

Tasmi(,.rgoss usss) (8.1.14) 


代入 并 加 以 线性 化 即 只 保留 (8.1.13) 式 中 前 两 项 得 到 

Rnawo 一 gtm(gieolm 十 gotois 十 gayo)。 (8.1.15) 
在 黎 曼 空间 六 ,中 ，Riemanan-Christoffel 曲率 张 量 是 关于 后 两 个 
指标 为 反对 称 的 ， 因 为 


0=VinVmguo 一 一 计 Rnnw?gyo ~ Ran’ gus 


; 
= (Rnnww t+ Rnavs), (8.1.16) 


* 158 + 


将 此 式 代 入 (8.1.15) 再 与 (8.1.11) 比 较 得 到 
Ronuo 一 Rearuo 一 一 20tmgaltuo 一 Cnnuo。 (8.1.17) 
可 以 看 到 ， 内 应 力 理论 的 四 阶 非 协调 度 张 量 正 是 将 微 元 释放 后 所 
得 的 引进 度量 的 黎 曼 空间 的 曲率 张 量 的 线性 化 。 
如 果 我 们 将 四 阶 非 协调 度 张 量 代 入 〈3.1.9) 的 关于 二 阶 非 协 
调度 张 量 的 连续 性 方程 中 ， 我 们 得 到 


EimnG mnuv; séjuv = le (8.1.18) 
上 式 也 可 写成 
EimnGmniuv; i= 0 (8.1.19) 


AREG nn KFAR, ERR Eau 并 求 和 ， 
化 简 得 


EpoittmaCmnr wvij) 
== (Gun —6,nGam) Gnncyuo;g 


=U pai uv) —Guytuvisi 


=2Gpgruw;n =0。 (8.1.20) 
将 (8.1.17) 代 入 (8.1.20) 中 得 到 
Rnatuv;1)=0。 (8.1.21) 


后 者 正 是 微分 几何 中 众所周知 的 Bianchi 恒等式 。 因 此 ， 黎 曼 
空间 中 Riemann-Christoffel 张 量 的 Bianchi 恒等式 正 对 应 于 
内 应 力 理 论 的 连续 性 方程 。 这 样 ， 我 们 建立 了 内 应 力 理论 与 自然 
状态 中 的 黎 曼 几何 的 完全 对 应 。 

在 建立 上 面 的 对 应 时 ， 我 们 实际 上 来 取 了 三 个 步骤 ， 第 一 、 
通过 对 偶 关系 找到 四 阶 非 协 调度 张 量 ， 它 和 二 阶 非 协 调度 张 量 完 
全 等 价 。 用 四 阶 非 协调 度 张 量 我 们 更 容易 找到 它 和 微分 几何 相应 
的 几何 量 的 对 应 。 第 二 、 我 们 将 物体 微 元 释放 至 无 应 力 的 自然 状 
态 。 自然 状态 是 一 种 想象 的 状态 ， 它 可 以 是 从 初始 〈 未 变形 ) R 
态 出 发 ， 仅 给 予 它 塑 性 变形 而 得 到 ， 也 可 以 等 价 地 由 最 后 〈 变 形 
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E) 状态 令 弹性 变形 完全 恢复 而 得 到 。 因 此 我 们 引进 了 变形 物体 
的 三 种 状态 ， 自 然 状态 不 能 实际 存在 于 欧 氏 空间 之 中 ， 因 为 它 有 
一 个 非 零 的 曲率 张 量 。 然 而 ， 我 们 可 以 认为 物体 的 自然 状态 是 存 
在 于 一 个 想象 的 以 gus 为 度量 的 黎 曼 空间 之 中 。 第 三 、 我 们 进行 
了 线性 化 。 这 包括 两 个 方面 ， 一 方面 对 变形 的 描述 采用 无 穷 小 变 
形 理论 ， 即 长 度 的 变化 与 小 应 变 张 量 有 关系 式 (8.1.9)， 另 一 方 
面 ， 我 们 在 想象 的 黎 曼 空间 中 也 采用 了 线性 化 ， 即 在 (8.1.13) 式 
中 略 去 了 wwz 的 二 次 项 。 通 过 这 三 个 步骤 我 们 终于 找到 了 内 应 力 
理论 与 自然 状态 中 的 黎 曼 空间 的 完全 对 应 。 下 面 我 们 将 遵循 这 一 
思路 对 更 一 般 的 缺陷 进行 讨论 。 

当然 ， 这 个 内 应 力 理论 仍 是 比较 含糊 的 理论 。 首先， 在 线性 
化 中 丢掉 了 Tnnt 的 乘积 项 ， 这 要 求 不 仅 ems KY, ME enni 也 
是 小 量 。 其 次 ， 当 存在 于 R, 空间 的 物体 被 释放 到 歼 易 空间 信 ,， 
是 否 能 使 应 力 全 为 零 ? 也 就 是 说 是 否 能 达到 自然 状态 ? 如 果 做 得 
到 才 会 有 上 面 的 结果 。 此 外 ， 在 自然 状态 中 仅 保留 物质 点 的 坐标 
*! 作 为 编号 的 三 维 流 形 驶 ,中 引入 度量 gy 之 后 ， 一 般 地 得 到 的 是 
度量 空间 Ms， 我 们 在 前 面 说 可 以 认为 它 还 是 DREZEN. E 
RBZ HRR Sne 应 等 于 零 ， 这 也 是 先 验 的 。 在 上 述 讨论 
中 ， 如 果 Smis 寺 0， 这 样 就 不 是 VV, 而 是 Cartan 空 间 C, 了 。 因此 
所 建立 的 对 应 是 增加 了 上 述 限制 条 件 之 后 才能 实现 的 。 


58.2 位 错 理 论 


我 们 遵循 上 一 节 的 思路 讨论 位 错 理论 和 微分 几何 的 对 应 。 在 
位 错 理 论 中 ， 给 定 的 是 塑性 应 变 e? 和 塑性 转动 0 (或 其 梯度 塑性 
弯 址 张 量 =?)。 描 述 位 错 的 主要 的 量 是 位 错 密度 张 量 


ač 8rx = -—(e" +W”) xy 
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=—e?xy+(tr=7)1—=°*, (8.2.1) 
或 等 价 的 Nye 张 量 
K=—vxe*+o@@v= —v xe” +E, (8.2.2) 
通过 对 偶 关 系 引进 三 阶 的 位 错 密度 张 量 


ami Pluma (8.2.3) 
它 和 由 (8.2.1) 表示 的 二 阶 位 错 密度 张 量 的 关系 是 
Qi11=éjreQrsts (8.2.4) 
或 
Gk Shanan (8.2.5) 
将 (8.2.4) 代 入 连续 性 方程 (3.2.4) 得 
(ckrsaret) 一 Darsittrs 一 9itarot 一 0， (8.2.6) 
即 三 阶 位 错 密度 张 量 满 足 连续 性 方程 
itara =l. (8.2.7) 
由 于 总 畸变 "是 协调 的 ， 故 又 得 到 三 阶 位 错 密度 的 基本 几何 法 则 
Priim = amire (8.2.8) 
类 似 于 二 阶 非 协 调度 张 量 9 ( 见 (3.2.2)》 
n=(y xa)", (8.2.9) 
可 引进 四 阶 非 协 调度 张 量 
Ganis =4 (maien) fann : 
三 2(OmnQitn + OrQmas) rmaitisls (8.2.10) 


式 中 上 标 3 表示 如 同 (8.2.10) 式 中 第 二 个 恒等式 所 表示 的 关于 指 
标 对 [m,nm] 和 [I1&] 的 对 称 化 ， 方 括号 [mn] 表 示 对 指标 m 和 rn 的 反 称 
e Gane 与 二 阶 非 协 调度 张 量 1 的 关系 是 

Gankz 一 cymaeetl19， (8.2.11) 
或 

i 一 二 cmneauaGaom。 (8.2.12) 
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我 们 将 看 到 三 阶 位 错 密度 张 量 将 与 引进 的 Cartan 空间 的 相应 的 
几何 量 对 应 起 来 。 

为 此 ， 我 们 把 变形 体 看 成 晶体 ， 变 形 后 带 位 错 的 实际 晶体 是 
安放 〈 浸 ) 在 三 维 欧 氏 空间 Rs 里 的 不 失 一 般 性 ， 在 这 个 三 维 欧 
氏 空 间 Rs 中 采用 直角 坐标 系 (i)， 实 际 晶体 的 各 点 用 它 在 Rs 的 华 
标 x' 来 编号 。 如 果 仅 仅 保留 这 个 编号 ， 实 际 晶体 就 变 成 具有 完整 
坐标 系 (i) 的 三 维 缺 陷 物质 流 形 钦 *， 设 想 将 实际 晶体 切 成 微 元 

〈 但 同时 又 相当 大 以 足以 包含 大 量 粒 子 ) ， 并 让 它 不 受 约束 地 FE 
放 成 应 力 为 零 的 自然 状态 。 这 些 处 在 自然 状态 的 微 元 在 空间 可 以 
任意 分 布 ， 可 以 部 分 重 又 或 彼此 分 离 。 因 此 ， 这 个 处 于 自然 状态 
的 微 元 集合 称 为 自然 框架 ) 的 各 点 不 存在 坐标 系 X' 二 XX1(x')， 


© (1) 


O |“ 


图 8-1 


即 (7) 是 一 非 完 整 系 。 但 我 们 仍 有 线 素 dxt 和 dX! 的 1-1 对 应 ， 
dx!'edXX!。 我 们 设想 这 种 对 应 有 线 人 性 的 关系 

i dX!=B!dx! (8.2.13) 
和 
dx'=BįdX', (8.2.14) 
其 中 假设 31 和 Bi 是 x! 的 连续 函数 。 问 题 是 如 何 引 入 度量 gis 和 连 
络 太 和 使 这 个 三 维 流 形 叉 * 变 成 某 种 空间 。 

设 线 素 dx? 的 自然 状态 的 长 度 为 号 ， 则 š 

9 dë:=ó,dX!dX:, (8.2.15) 

将 (8.2.13) 代 入 又 有 
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dš2= ó; ; B! B1dxtdx! == g | dxtdx!, (8.2.16) 
BJ840105 FJ 38 eE dt RRA dx 的 二 次 型 ， 只 是 系数 变 成 

guys=611BIB}. (8.2.17) 
这 是 决定 自然 状态 线 素 的 长 度 的 正定 对 称 张 量 。 但 是 ， 注 意 到 释 
放 后 的 线 素 dX! 的 位 置 和 方向 都 可 以 是 任意 的 ， 我 们 仍 要 证 明 这 
个 对 称 正定 张 量 g, 并 不 因 自 然 框 架 里 微 元 的 位 置 和 方向 可 以 任 
意 改 变 而 变化 。 这 是 容易 证 明 的 ， 因 为 设 q 民 7 在 另 一 新 位 置 有 第 


二 种 方向 ; 

dX" =QVdX:= QVBldx, (8.2.18) 
这 里 Qf 是 正 交 张 量 ， 即 满足 

ór, QY QF =5r， (8.2.19) 
于 是 在 新 的 位 置 


d}’=8ry dX! dX” 
=ó, QV QY BIBIdxtdxt 
=ó,;B1B1dxtdx! 
一 goydxtdxy， (8.2.20) 
RR, J 是 不 受 释 放 后 微 元 的 位 置 和 方向 影响 的 具有 不 变性 的 
量 ， 可 以 把 它 当 作物 质 流 形 蓉 , 的 度量 。 
既然 线 素 的 变换 (8.2:13) 和 (8.2.14) 是 线性 的 ， 而 且 微 元 的 
位 置 和 方向 均 可 以 是 任意 的 。 则 沿 dx 的 一 串 相互 交界 面 为 平面 
的 微 元 串 释放 所 我 们 可 以 有 意识 地 把 它们 按 原 有 次 序 连接 起 来 排 
列 成 串 《 见 图 8-2)， 微 元 串 的 始点 和 端点 X, 的 变换 系数 有 差 
别 
dB!I=BI(X)—BI(X), (8.2.21) 
从 这 种 微 元 串 的 解放 更 看 出 不 存在 坐标 系 XX1(x!)， 因 同一 微 元 
属于 不 同 微 元 串 时 ， 解 放 后 的 位 置 和 方向 都 可 能 不 同 。 在 (7) 的 
一 点 还 有 可 能 被 多 个 微 元 所 占据 。(8.2.21) 中 的 dB 取决 于 路 径 
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8 X, 


图 8-2 

dx'， 因 而 dB! 不 是 全 微分 。 但 它 却 反 映 了 沿 dx! 的 两 邻近 点 的 位 
错 状 况 的 差别 。 因 此 通过 B81 和 dB! 我 们 就 能 在 度量 空间 Ms 中 引 
进 仿 射 连 络 太 fy。 这 个 仿 射 连 络 三 fy 也 应 像 度量 gty 那样 根据 自然 
框架 而 被 引入 。 

我 们 定义 在 物质 流 形 的 dx: 上 两 点 区 和 尖 十 d 天 的 向 量 ut (X) 
和 w'( 久 十 d 义 ) 为 平行 移动 ， 如 果 它们 和 在 沿 dx! 的 微 元 串 的 微 元 
一 起 解放 至 (1) 后 有 相等 的 分 量 〈 即 跟 微 元 一 起 解放 至 自然 状态 
后 按 在 欧 氏 空间 Rs 的 意义 是 相等 的 ， 见 图 8-3)， 


S 2 


Gi) EME U) 在 局 中 平行 
图 8-3 
Blu'(X)=(BI+dBI)u (XKX+dX)=(BI+dB!) (u'+ dut), 
(8.2.22) 
展开 并 路 去 高 阶 小 量 后 我 们 有 分 量 


Bidut+dBlut=0, (8.2.23) 
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Bp 

du’=—BidBius, (8.2.24) 
另 一 方面 ， 在 缺陷 物质 流 形 中 ， 如 果 要 引进 仿 射 连 络 三 j* 以 建立 
平行 移动 的 概念 ， 由 矿产 生 的 平行 移动 法 则 应 是 


du= —T jiudx*. (8.2.25) 
比较 上 两 式 ， 由 必 的 任意 性 得 到 
Tisdx*=BidB!, (8.2.26) 


RP dBi 不 是 全 微分 ， 不 能 写成 9:B1dx*， 但 是 我 们 也 可 以 证 
BJ, RE B) 与 所 选取 的 微 元 串 有 关 ， 但 是 微 元 串 在 空间 的 位 置 
和 方向 不 会 影响 由 (8.2.26) 引 进 的 个 iy 的 数值 。 事 实 上 ， 类 似 于 
(8.2.20)， 我 们 也 有 
Bi,dB! =0!1,0 BidB!=6)BidB=BidB}, (8.2.27) 
因此 ， 我 们 可 以 把 (8.2.26) 看 作 将 要 引进 的 仿 射 连 络 的 定义 式 ， 
它 与 自然 微 元 串 的 方位 无 关 。 于 是 这 个 具有 由 (8.2.17) 引 进 的 度 
量 和 由 (8.2.26) 引 进 的 仿 射 连 络 的 缺陷 物质 流 形 是 一 个 度量 空间 
M.. 我 们 还 可 以 证 明 在 这 个 空间 里 ， 由 (7.12.3) 定 义 的 Q- 张 量 
必然 为 零 。 为 此 ， 将 (8.2.17) 定 义 的 度量 和 由 (8.2.26) 定 义 的 仿 
射 连 络 代入 度量 张 量 的 绝对 微分 式 中 ， 
Dgyr=Vigsdx! 
=dg—(T ?gr +T 1 g; )dxt 
=Ó, (dBIiBI+BIdBI)—BidBIó, z BIBE 


—BtidBió; BI B$ 
=ó; BIidB! +ô,;BidBi —ôðıxB$dB! —ó, BidB1 
=0, (8.2.28) 
上 式 对 任意 的 dx' 均 成 立 ， 故 必 有 
Vig = —Qin=0, (8.2.29) 


因此 ， 这 个 缺陷 物质 流 形 在 引进 度量 和 连 络 之 后 不 仅 是 一 个 度量 
空间 ， 而 且 还 成 为 一 个 Cartan 空间 C。( 参 见 87.12) 。 这 个 空 
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间 的 两 个 特征 量 是 找 率 张 量 Siy* 和 Riemann-Christoffel 曲率 张 
R Rizr: 

S= ta, (8.2.30) 

Ris =2 (3u jH im 

Ta), (8.2.31) 

它们 都 是 由 仿 射 连 络 六 5 决定 
的 。 为 了 得 到 它们 的 几何 意义 以 
便 和 位 错 的 概念 相 联系 ， 我 们 改 ， 
写 $7.9 中 的 图 7-2 如 图 8-4: H P 

设 在 Cs 中 有 两 个 无 穷 小 线 素 usdt 和 urdt, 将 s*dt 沿 着 wdt 平 
移 到 忆 : 得 Brdf， 将 rdt 沿 4zdt 平 移 到 ,得 dt， 并 且 记 封 中 向 最 


为 Ax*， 它 和 图 7-2 的 db 方向 相反 ， 于 是 (7.9.14) 式 可 改写 成 


Ax 一 一 Sosdft， (8.2.32) 
这 里 gf4 是 (7.9.13) 定 义 的 双向 量 
dfu= 21 uttunde, - (8.2.33) 


另外 ， 从 (7.10.11) RA, JERR u 沿 闭 回路 按 仿 射 连 络 
二 和 5 所 定义 的 平行 性 移动 到 出 发 点 ， 在 Cs 中 有 增 量 


Au 一 一 二 Runeandfa。 ° (8.2.34) 


为 了 得 到 上 述 两 式 的 物理 意义 ， 我 们 在 实际 空间 中 切 出 以 上 述 的 
小 闭 回 路 为 灿 线 的 小 截面 积 的 圆 环 〈 一 串 截面 积 比 回路 小 得 多 的 
微 元 串 )， 然 后 在 某 一 截面 处 切 开 使 之 释放 至 自然 RS, HHR 
面积 很 小 ， 这 是 可 以 做 到 的 。 

一 般 而 言 ， 这 个 处 于 自然 状态 的 圆 环 就 不 封口 了 GT Éh 
就 是 Ax')， 而 且 两 端 微 元 的 相对 方位 也 不 同 了 ， 原 来 在 切 口 处 
的 由 变 成 为 在 两 端的 必 和 凤 十 Au ， 它 们 一 般 不 再 平行 。 回 到 Cs 中 
它们 有 增 量 Aw'。 这 两 个 现象 就 分 别 由 挠 率 张 量 和 曲率 张 量 所 天 
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图 8-5 
征 。 这 个 不 封口 向 量 正 是 对 应 于 以 这 个 小 回路 为 Burgers 回路 
的 Burgers 向 量 。 按 (3.3.16) 式 Burgers 向 量 定义 为 


b 一 一 | adz, (8.2.35) 
当 回路 很 小 时 ， 上 式 可 写 为 

dbt=—a*"d E me . (8.2.36) 
我 们 知道 由 y 和 y 张 成 的 面 元 的 面积 为 

Z=vxv, (8.2.37) 
Bj) . 

En=U U emr = Emr UV", (8.2.38) 

12 1 2 
EBE, mRdSa Mdf EAR, B(1.3.9) 

do 一 一 enrsdfr (8.2.39) 
则 

dbt= 5 ath mdf (8.2.40) 


与 (8.2.32) 比 较 , 由 df 的 任意 性 并 用 (8.2.5 式 我 们 最 后 得 到 


1 
Sat= at" =a, (8.2.41》 
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我 们 终于 看 到 三 阶 位 错 密度 张 量 asy* 正 是 对 应 于 引进 度量 和 仿 射 
连 络 的 Cartan 空间 Cs 的 挠 率 张 量 。 

应 该 注意 方程 (8.2.31) 的 意义 还 有 待 说 明 。 如 果 采 用 $8.1 
的 线性 化 的 方法 〈 丢 掉 (8.2.31) 中 的 二 次 项 ) 我 们 有 

Riss'=20. Ts. (8.2.42) 

正如 Bilby 等 人 所 指出 的 ， 在 纯 位 错 的 情况 ， 晶 格 应 是 到 处 都 
唯一 定义 的 。 这 意味 着 流 形 必须 是 有 远 平 行 性 或 绝对 平行 性 ， 以 
, 致 晶 格 向 量 的 平行 移动 是 与 路 径 无 关 的 . 由 这 一 性 质 可 假设 
Riemann-Christoffel 张 量 R, HF, 


Rs'=0, (8.2.43) 
于 是 ， 用 (8.2.30) 和 (8.2.41) 式 我 们 得 到 
0=Run!f=280 Tl: =28( any, (8.2.44) 


这 一 关系 式 正 相应 于 连续 性 方程 (8.2.7) 式 。 

总 之 ， 与 位 错 理论 相对 应 的 Cartan 空间 是 平坦 的 或 者 说 有 
远 平行 性 的 Cartan 空间 。 这 个 空间 的 挠 率 张 量 正 是 三 阶 的 位 错 
密度 张 量 ,由 于 Riemann-Christoffel 曲 率 张 量 为 零 ， 由 (8.2.34) 
知 Au* 二 0， 即 引进 仿 射 连 络 之 后 ， 不 管 微 元 属于 那 一 串 , WFE 
放 后 切口 向 量 u 仍 保持 平行 ， 空 间 是 有 远 平行 性 的 。 如 果 R 夺 0， 
那么 向 量 的 平移 将 与 路 径 有 关 ， 这 是 一 般 的 Cartan 空间 ， 它 可 
用 来 描述 向 错 。 


$8.3 一 般 缺 陷 理 论 


本 节 我 们 将 讨论 更 一 般 的 缺陷 理论 与 微分 几何 的 对 应 关系 。 
比 起 §3.3 的 一 般 缺 陷 理论 ， 本 节 的 一 般 性 理论 还 包括 了 一 个 称 
之 为 异物 (extra-matter) 的 缺陷 。 异 物 是 由 一 个 新 的 无 应 力 
的 应 变 张 量 即 所 谓 拟 塑 性 应 变 张 量 (quasi-plastic strain) 描述 
的 。 这 导致 拟 位 错 密度 张 量 和 异物 张 量 的 概念 。 
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首先 ， 由 总 弯 扭 2? 和 总 应 变 e? 表 示 的 总 变形 仍然 是 协调 的 ， 
即 它们 仍 满足 (2.1.52)、(2.1.53) 和 (2.1.55) 表示 的 第 一 、 二 
三 协调 条 件 ， 


EXxV 一 0， (8.3.1) 
="=yxe”, (8.3.2) 
trz*=0. (8.3.3) 
因此 ， 总 位 移 U" 是 存在 的 ， 它 与 =" 和 ef 有 关系 ， 
er= 去 (GyY+VGuw， (8.3.4) 


szr=əer@v=+(v xur)@Vv, ( Eh=ofn= tents). 


(8.3.5) 


为 了 后 后 面 讨论 的 需要 引进 三 阶 的 弯 扭 张 量 
Ss=0nW i= ndi, (8.3.6) 


这 里 W" 一 了 UOV- VO ERD. Sin ERTA MA 
标 /， DSS. CM -MSHIKE Zi, 的 关系 是 


| Elipse m (8.3.7) 
#SI=lanETu, (8.3.8) 


于 是 第 一 、 二 、 三 协调 条 件 (8.3.1)~(8.3.3) 改 写成 


OrsS n=, (8.3.9) 

Omeia HE m=), (8.3.10) 
m 

Eime. (8.3.11) 
注意 到 号 "xm 关于 后 两 个 指标 的 反 称 性 ，(8.3.10) 式 又 可 改写 成 

一 20tefpn 十 三 Ju 一 0。 (8.3.12) 


从 (8.3.9) 和 (8.3.12) HAE Tu a] 
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4(On01etm) rnmris) = 0, (8.3.13) 
式 中 ， 下 标 [mm]，[1&] 表 示 分 别 对 指标 对 x，m 和 指标 对 !，k 取 反 
称 化 。(8.3.13) 和 经 典 弹性 的 协调 条 件 是 一 致 的 。 
现在 ， 如 果 休 内 存在 包括 位 错 、 向 错 和 异物 的 缺陷 ， 即 无 应 
力 的 应 变 应 包括 塑性 应 变 和 拟 塑 性 应 变 ， 因 此 
Sin, +E, (8.3.14) 
el=eu- el, ter (8.3.15) 
拟 塑性 应 变 张 量 ep 的 引入 是 为 了 描述 由 于 异物 ， 例 如 填 隙 
的 原子 、 空 穴 、 磁 致 伸缩 和 热膨胀 等 等 引起 物体 内 晶 阵 间隙 的 改 
E. 例如 ， 如 果 在 物体 内 温度 的 空间 变化 由 T(x*) 给 出 ， 那 么 由 
此 产生 的 拟 闻 性 应 变 可 定义 为 
efr=y(T—T o) dir, (8.3.16) 
这 里 ?是 物体 的 热膨胀 系数 ，T。 是 未 变形 前 温度 。 在 本 理论 中 ， 
MESHE n, WEE et, 和 拟 塑 性 应 变 e?, 是 同时 给 定 的 ， 
它们 分 别 地 不 满足 相应 的 协调 条 件 (8.3.9) 一 (8. 3.11), 可 以 类 
似 地 定义 三 阶 位 错 密 度 张 量 


aru dimet E n (8.3.17) 
它 是 关于 头 两 个 指标 反 称 的 。 它 刻 划 了 塑性 变形 〈 应 变 和 弯 扭 ) 
对 协调 性 的 偏差 。 与 二 阶 位 错 密度 张 量 cy 的 关系 是 


an= ennan, (8.3.18) 

Qij= ¿us (8.3.19) 
由 (8.3.9) 式 可 引进 四 阶 向 错 密度 张 量 

Tami =2 nE Eir (8.3.20) 


它 分 别 关于 前 面 一 对 指标 "，m 和 最 后 一 对 指标 !，h 为 反 称 ， 与 
《3.3.1) 式 定义 的 二 阶 向 错 密度 张 量 
0 = eE (8.3.21) 
互 为 对 偶 ， 
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an 一 ctnmeyitgyty (8.3.22) 
On= Fennel nnne (8.3.23) 


同样 可 引进 三 阶 的 拟 位 错 密度 张 量 来 描述 拟 塑性 变形 对 协调 性 的 
偏离 ， 它 定义 为 


aQ Ome (8.3.24) 
以 上 引进 的 位 错 密度 张 量 4mis， 拟 位 错 密度 张 量 81 和 向 错 密度 
张 量 厂 ,mis 是 描述 包括 异物 在 内 的 一 般 缺 陷 的 最 基本 的 量 ,为 了 方 
便 ， 有 时 还 引进 三 阶 的 Nye 张 量 ， 它 定义 为 

Knn =— 20u? m tEn (8.3.25) 
它 是 关于 后 两 个 指标 反对 称 的 。 和 (8.3.12) 式 比较 显示 它 也 是 反 
映 了 塑性 变形 〈 塑 性 应 变 和 塑性 弯 扭 》 对 协调 性 的 偏离 。 从 定义 
式 (8.3;17)、(8.3.25) 以 及 e?: 的 对 称 性 和 号 31s 的 反对 称 性 可 找 
到 位 错 密度 张 量 和 Nye 张 量 的 关系 : 


K nir=amt— anm + armi, (8.3.26) 

anmis=Ktmny (8.3.27) 
以 及 位 错 密度 张 量 、 Nye 张 量 和 塑性 弯 扭 间 的 关系 ， 

Qimir =K im =E fmi (8.3.28) 
代替 拟 位 错 密度 张 量 ， 也 可 以 引进 异物 张 量 

Bamir™4(3n31e mn) nmt (8.3.29) 
ESMAR EER an AAR 

Bamir ™=4(9na em)t nme (8.3.30) 


从 上 述 各 种 缺陷 度量 的 定义 直接 可 得 到 它们 各 自 应 满足 的 连 
续 性 方程， 


Pul mr 一 0， (8.3.31) 
Tinm | — 28. Ga =l, (8.3.32) 
Tinmts— 28. K, =0, (8.3.33) 


全 Y: NO 


asagDxz 一 0， (8.3.34) 


at= l, (8.3.35) 

Ə,r B,. T =0, (8.3.36) 
和 

Binnns=0。 (8.3.37) 


这 些 方程 的 意义 如 下 ， 方 程 (8.3.31) 表 了 明 向 错 是 无 源 的 ， 它 不 能 
始 于 或 终于 体内 。 方 程 (8.3.32) 和 (8.3.33) 是 等 价 的 ， 它 们 都 说 
明 位 错 是 有 源 的 , 它 可 始 于 或 终于 向 错 ,方程 (8.3.34) 和 (8.3.36) 
表明 拟 位 错 密 度 张 量 和 异物 张 量 也 都 是 无 源 的 。 方 程 (8.3.35) 和 
(8.3.37) 分 别 反映 了 由 对 称 的 拟 塑性 应 变 张 量 定义 的 拟 位 错 密 度 
张 量 和 异物 张 量 的 对 称 性 。 

同样 可 得 到 各 种 缺陷 度量 的 基本 几何 法 则 ， 


201nS = — l amies (8.3.38) 
OrmeEns+ Stnns= — anie — air, (8.3.39) 
23er — E mu =K mr — 2a] ims (8.3.40) 


它们 分 别 与 第 三 章 中 的 基本 几何 法 则 (3.3.11)、(3.2.23》 和 
《3.2.24) 相 对 应 ， 只 是 位 错 密度 增加 了 由 拟 塑性 应 变 贡 献 的 拟 位 
错 密度 一 项 ， 它 和 真 位 错 密度 起 的 作用 是 一 样 的 。 上 面 三 个 方程 
说 明了 缺陷 密度 〈 即 向 错 、 位 错 和 拟 位 错 密度 ) 引起 了 非 协调 的 
弹性 变形 场 〈 弹 性 应 变 和 弹性 弯 扭 ) 。 
我 们 还 可 以 类 似 地 定义 非 协 调度 张 量 G， 只 是 这 时 非 弹性 应 
变 应 包括 塑性 应 变 和 拟 塑 性 应 变 两 部 分 ， 
Gamit ™ — 4r nekie — 401 69, re (8.3.41) 
将 (8.3.41) 与 各 种 缺陷 密度 的 定义 式 (8.3.17)、(8.3.20)、 
《8.3.25) 和 (8.3.29) 相 比较 得 
Gumig=T nmis— 28, K, + Bantse 
= {l amie +4(8,ana)im) Bamir (8.3.42) 
AH ERSRRATF HRR N, AU, RRR. (8.3.42) 表 
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明了 在 最 一 般 的 缺陷 存在 的 情形 ， 向 错 、 位 错 和 异物 对 非 协 调度 
的 贡献 。 

经 过 上 面 对 描述 一 般 缺 陷 的 三 阶 和 四 阶 的 各 种 基本 量 的 讨论 
之 后 ， 我 们 可 以 按 $8.1 和 8$8.2 的 思路 转 入 讨论 一 般 缺 陷 理 论 和 
微分 几何 的 对 应 了 。 

我 们 可 以 类 似 于 $8.2 那样 在 处 于 自然 状态 的 微 元 集合 中 引 
进度 量 giy 和 仿 射 连 络 古 ;使 之 成 为 一 个 度量 空间 放 ;。 当 然 ， 我 们 
不 再 要 求 它 具 有 绝对 平行 性 ， 得 到 的 是 一 般 的 度量 空间 ， 故 度量 
张 量 的 协 变 导数 一 般 不 为 零 ， 


Qunis=—Vngis=—Ongi+T nis+T mite (8.3.43) 
改写 上 式 得 到 
Ten= 半 anga 十 Tatm 十 Qon. (8.3.44) 
为 简单 起 见 ， 记 
Snit=—T nn. (8.3.45) 


注意 到 度量 张 量 与 弹性 应 变 张 量 之 间 的 关系 式 (8.1.10) 仍 成 立 ， 
于 是 上 式 改 写成 


Tan=—3nen— Enn + +Q. (8.3.46) 
在 非 黎 曼 几 何 中 ， 仿 射 连 络 三 wxx 的 挠 率 是 由 下 式 定义 的 ， 
Smiz=T muna, (8.3.47) 


于 是 (8.3.46) 变 为 
Snu=— imen Einni + Qane (8.3.48) 


比较 上 式 和 (8.3.39) 式 我 们 发 现 ， 如 果 
(1) Enn 就 是 弹性 弯 扭 ， 
(2) Smit=anis, 《8.3.49) 


(3) au= 一 二 Qtsom (8.3.50) 
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那么 ; 这 两 个 式 子 是 完全 对 应 的 。 从 拟 塑性 位 错 密度 的 定义 式 
(8.3.24) 我 们 看 到 ， 如 果 我 们 根据 拟 塑 性 应 变 张 量 来 定义 Q- 张 
i 

Qnit=—20ne?s, ta 9: e 
那么 条 件 (8.3.50) 将 满足 。(8.3 .51) 还 保留 了 Q- 张 量 关于 后 
个 指标 的 对 称 性 。 条 件 (1)、(2) 可 看 成 §8.2 vei Eaim 
然 推 广 ， 而 条 件 (3) 可 以 这 样 解释 ， 与 自然 状态 相 联系 的 度量 张 
量 gu 现 在 经 受 塑 性 和 拟 塑 性 变形 。 如 同 在 $ 8.2 讨论 的 ， 塑 性 变 
形 不 改变 晶 格 的 方位 和 间隔 ， 所 以 如 同 (8.2.29) 式 表明 的 那样 它 
对 Q- 张 量 没有 贡献 。 然 而 ， 拟 塑性 变形 是 改变 晶 格 的 间隔 和 方 
位 的 ， 因 此 这 时 度量 张 量 的 协 变 导数 不 再 为 零 ，Q- 张 量 正 是 描 
述 了 拟 塑 性 应 变 的 影响 。 当 然 ， 这 时 的 Q- 张 量 已 不 能 是 完全 任 
意 的 ， 它 必须 满足 条 件 


Ôt nQm r= — 23i nm ef= 0。 (8.3.52) 
至 于 异物 张 量 Buntr， 由 (8.3.29) 和 (8.3.50) 得 到 
B, = —20(8,Quikm)tnmitis1s (8.3.53) 


它 也 可 以 用 Q- 张 量 来 表示 。 将 (8.3.49) RRA Nye 张 量 的 表 
达 式 (8.3.26) 和 (8.3.27) 式 有 
Knit=Smnit— Simt Semis (8.3.54) 
Sanr ™=K intr. (8.3.55) 
代 (8.3.48) 和 (8.3.50) 式 到 (8.3.54) 式 中 并 利用 应 变 张 量 er 的 
对 称 性 、 弹 性 弯 扭 三 wz 的 反 称 性 和 拟 塑 性 位 错 密度 cgu 的 对 称 性 
我 们 得 到 
开 mi 一 20tebm 一 三 maz 十 2a9xn， (8.3.56) 
利用 基本 几何 关系 (8.3.40)， 上 式 又 可 改写 成 
. Tmnit=— (meit Oemt—Oremi) + Knits 
一 (8ne9x 十 9legx 一 re 。 (8.3.57) 
下面 我 们 讨论 连 络 太 az 的 Riemann-Christoffel 曲 率 张 量 
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究 竞 应 与 哪个 量 相对 应 ? 将 曲率 张 量 线性 化 《丢掉 二 次 项 ) 得 到 

Rumitg=20.nT mirs (8.3.58) 
它 是 关于 前 面 两 个 指标 反对 称 的 。 将 (8.3.46) 代 入 上 式 右边 ， 注 
意 到 0.n0memw 二 0 和 (8.3.52) 式 得 到 


Ramit=—20.nS nyre (8.3.59) 
比较 (8。3.59) 和 (8.3.38) 式 我 们 有 
Rumiz=T umire (8.3.60) 


至 此 ， 我 们 终于 发 现 ， 一 般 缺 陷 理论 的 向 错 密度 Dan, AAE 
度 amis 和 拟 位 错 密度 a81s 正 是 分 别 对 应 于 一 般 度量 空间 的 曲率 张 
量 、 挠 率 张 量 和 Q- 张 量 (当然 ， 后 一 个 对 应 不 是 直接 相等， 而 
是 通过 (8.3:50) 式 建立 起 来 的 ) 。 

我 们 还 可 以 讨论 一 下 由 (8.3.41) 表 示 的 非 协 调度 张 量 Gnmis。 
由 (7.12.13) 式 知 


Tnig=9{mtt} —S {mt} + L Oinin 


=[mlk] +Knnt 3 (Qnut Qins— Qin), (8.3.61) 


这 里 

[mlk]=g(n=-(,gn-+99a—8,9,)) (8.3.62) 
是 第 二 类 Christoffel 符号 ， 

K mir=— Sinn = — Smr Simit Stine (8.3.63) 
我 们 把 六 nx 分 成 两 部 分 ， 

T. = [mlk] +T mrs (8.3.64) 

其 中 

Tan=K ant Qnr Qims— Qrin) " (8.3.65) 


表示 连 络 六 ma 和 由 度量 gz* 产 生 的 Riemann 连 络 (参见 87.11) 
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22, Rieman 连 络 的 曲率 张 量 是 


R.sua=2(0,[mlk])ismis (8.3.66) 
由 于 (8.3.62) 式 和 度量 gu 的 对 称 性 ， 亦 有 

R,su=20(08,9,gyəm)tamatts1e (8.3.67) 
与 (8.3.41) 定 义 的 非 协调 度 比较 ， 注 意 到 (8.1.10) 式 我 们 有 

Grmis= Ramir, (8.3.68) 


即 非 协调 度 张 量 Gnmis 正 是 由 度量 giy 产 生 的 Riemann 连 络 的 曲 
率 张 量 。 
在 线性 化 的 情况 下 ， 
Ramit=20.nT myrs (8.3.69) 
将 (8.3.64) 式 代入 上 式 右边 并 利用 (8.3.66) 和 (8.3.68) 我 们 得 
到 ， 


Rn 一 Ganik 十 200s7 mire (8.3.70) 
从 (8.3.65)、(8.3.51)、(8.3.53) 和 Qni 的 对 称 性 上 式 可 写成 
Ramir=Gnmir +29inK myr — Bamir, (8.3.71) 
该 式 与 (8.3.42) 是 一 致 的 。 由 曲率 张 量 满足 的 Bianchi 人 恒等式 
OrwRamis=0 (8.3.72) 
和 (8.3.70) 式 我 们 又 得 到 
OtrwGnmit= 0。 (8.3.73) 
上 式 正 是 非 协 调度 张 量 满足 的 连续 性 方程 。 


在 本 章 ， 我 们 已 建立 了 从 内 应 力 理论 到 一 般 缺 陷 理 论 与 相应 
的 微分 几何 抽象 空间 的 对 应 关系 。 这 样 ， 原 来 的 非 协 调 性 的 矛盾 
就 转化 为 选取 具有 适当 性 质 的 空间 的 矛盾 。 为 了 减轻 数学 上 的 复 
杂 化 和 使 对 应 关系 更 清晰 ， 我 们 采用 了 线性 化 的 办 法 ， 并 采用 三 
阶 或 四 阶 的 张 量 去 描述 各 种 缺陷 。 当然， 用 对 偶 关 系 我 们 可 以 降 
低 这 些 张 量 的 阶 数 ， 得 到 在 第 三 章 介 绍 的 各 种 二 阶 缺 陷 密 度 张 量 
与 微分 几何 抽象 空间 中 的 基本 量 之 间 的 关系 。 在 建立 这 种 对 应 关 
系 的 时 候 ， 各 家 采用 的 手法 有 所 不 同 ， 对 出 现在 理论 中 的 各 量 的 
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A reva saca 


解释 也 稍 有 差异 。 但 是 ， 这 些 对 应 关系 的 建立 为 处 理 非 协调 问题 
提供 了 漂亮 的 几何 -拓扑 描述 ， 是 抽象 的 微分 几何 在 力学 问题 上 
应 用 的 成 功 范例 。 
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第 九 章 流 形 论 初步 


为 了 介绍 非 协 调理 论 的 理性 理论 ， 我 们 需要 介绍 一 些 流 形 论 
的 最 基本 概念 ， 因 为 变形 体 非 协调 理论 的 理性 理论 的 整个 讨论 是 
在 微分 流 形 上 展开 的 。 当 然 ， 限 于 篇 幅 ， 我 们 只 介绍 后 面 讨论 将 
涉及 的 微分 流 形 、 切 空间 和 余 切 空间 、 切 向 量 场 和 Frobenius 定 
理 、 纤 维 丛 、 连 络 等 概念 。 至 于 流 形 论 的 进一步 内 容 ， 请 参阅 有 
关 专 著 ， 例 如 文献 [ 2 ]、[40]。 


89.1 微分 流 形 


设 M 是 一 个 非 空 集 合 ，z 是 M 的 一 个 子 集 族 ， 并 且 满 足下 
述 条 件 ， 

(1) MEr 

(2) ZÆ pEr 

(3) 中 任意 两 个 集 的 交集 属于 r; 

(4) rz 中 任意 多 个 集 的 和 集 属于 r, 
我 们 说 定义 了 集 M 上 的 一 个 拓扑 ， 并 说 r 中 这 些 集 是 M 上 所 
定义 的 拓扑 的 开 集 。 集 M 和 它 的 拓扑 而 成 的 序 对 (M ,r) 称 为 一 
个 拓扑 空间 。 

给 定 一 个 拓扑 空间 (MM,r)， 若 点 a€M，, 设 O 是 包含 a 的 一 
个 开 集 ， 并 有 一 个 子 集 NCM 包含 0， 则 称 W 为 a 的 一 个 邻 
域 . a ml NARA ORF N KIRCA), W bH N 的 
外 点 。 
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对 于 集 M 的 每 对 不 同 点 c 和 彤 RAA a fü b gR N 
和 工 使 得 NN 人工 =$， 则 称 拓扑 空间 (MM,7) 为 分 离 空间 或 Haus- 
dorff (拓扑 ) 空间 。 

设 半 =(MM,7) 和 了 =(M',r) 是 两 个 拓扑 空间 。 如 果 对 于 半 
BEAP EY 中 有 一 点 Pp 与 少 对 应 ， 则 称 这 个 对 应 为 苑 到 
Y 的 映射 ， 记 作 

f: X>Y, p'=f(p). (9.1.1) 
D 称 为 证 的 像 。 当 了 ARE X h) WJ f BF, Ff 是 从 
XAY 的 满 映 射 。 当 给 定 p'eY y, EX Ap HA 
点 全 体 称 为 加 的 原 像 Ep MEE X 中 的 原 像 相 对 应 的 映射 
称 为 给 定 映 射 f RRA, E 广 :。 

if: X>Y 是 一 个 从 头 到 了 的 映射 ,如果 对 给 定 的 点 pEX 
和 它 在 Y 中 的 像 p' 二 f(p) 的 任意 邻 域 U'(p')， 总 可 以 找到 的 
一 个 邻 域 U (p) 使 得 

FUE O), (9.1.2) 
则 称 映射 了 在 pp 点 是 连续 的 、 特别 b, WR f # X DEA 
MER, WAS EX 中 连续 。 这 时 f: XY 叫做 一 个 连续 映 
射 ， 或 简称 映射 。 到 和 了 分 别 叫 做 了 的 定义 空间 和 值 空间 。 

如 果 廊 X-> 站 是 到 到 了 的 连续 的 满 映射 ， 而 且 逆 映 射 /7!: 
了 > 也 是 连续 的 ， 则 f 叫做 拓扑 映射 或 同 胚 。 这 时 称 拓扑 空间 
X MY RAER. 

在 连续 映射 f: XY 之 下 ， 如 果 在 pp 点 有 一 个 邻 域 U(p) 
使 它 与 它 的 像 U'=f(U) 同 胚 , 就 说 映射 在 p 点 是 局 部 同 胚 
的 。 显 然 ， 同 胚 在 任意 点 是 局 部 同 胚 的 。 但 是 ， 在 每 一 点 局 部 局 
胚 的 映射 可 以 不 是 同 豚 。 关 于 拓扑 学 的 其 它 基 本 概念 和 内 容 ， 请 
看 文献 [ 4 ] 

由 # 个 有 序 实数 构成 的 数组 x*= (x!,x*,…,x") 的 全 体 组 成 的 
集合 称 为 n 维 数 空 间 ， 记 作 R"。 它 的 元 素 称 为 点 ， 实 数 x! 称 为 
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A XER” 的 第 i 个 坐标 。 对 任意 的 x*、yER",，aCR, < 
(Xx+Y) =x +y, (9.1.3) 
(ax)'=ax', (9.1.4) 
这 样 ， 就 在 R" 中 定义 了 线性 运算 〈 加 法 和 对 实 数 的 乘法 ) , 
R" 成 为 实数 域 尽 上 的 n 维 向 量 空间 。 空 间 R" 除了 上 述 线性 构造 
外 ， 还 有 典型 的 拓扑 构造 。 对 x、yER"， 令 Í 


š ; 
dan =[ Z e-u], (9.1.5) 
i.l 


易 证 它 满足 下 面 的 三 个 条 件 ， 

(1) d(x,y) 之 0， 且 等 号 只 在 x=y 时 成 立 ， 

(2) d(x,y)=d(y,x); 

(3) 对 任意 x,y,zER"， 有 不 等 式 

d(x,y) +d(y,2)>d(x,2)。 
可 引进 d(x,y) 作 为 R" 中 的 距离 函数 而 使 Rs 成 为 度量 空间 。 作 
为 度量 空间 ，R" 有 自然 的 拓扑 结构 MI R Ba r= {y€ER"| 
d(x,y) <r} (xER",r 之 0) 的 并 集 为 开 集 ， 这 时 R" kA n ERR 
空间 。 

R" 有 很 好 的 拓扑 性 质 和 代数 性 质 ， 但 在 许多 场合， 我 们 的 
研究 对 象 没有 这 样 完 好 的 性 质 。 这 样 ， 就 要 将 欧 氏 空间 加 以 推 
广 ， 引 进 流 形 的 概念 。 

设 M 是 Hausdorff 空间 ， 若 对 任意 一 点 xEM， 都 有 Y 在 
M 中 的 一 个 邻 域 U AEF n EKRAN R" 的 一 个 开 集 ， 则 称 
M 是 一 个 4 维 流 形 (或 拓扑 流 形 〉。 

粗略 地 讲 ， 流 形 在 每 一 点 的 近 傍 都 有 一 个 类 似 于 哆 氏 空间 的 
结构 ， 可 以 引进 局 部 坐标 系 ， 流 形 正 是 一 块 块 “ 欧 氏 空 间 ” 粘 起 
来 的 结果 。 

流 形 M 的 邻 域 U 可 经 同 胚 如 映射 到 欧 氏 空间 R 的 一 个 开 
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集 如 (U)， 称 (U ,如 ) 是 M 的 一 个 坐标 卡 。 因 为 各 是 同 豚 ,对 
任意 一 点 YEU ， 可 以 把 各 (y)ER" 的 坐标 定义 为 的 坐标 ， 即 
令 

uf=(4(0))!, yyEU, i=1,2,°,n > (9.1.6) 
Hu AKIn) AA u€U 在 坐标 卡 (U ,各 ) 的 局 部 坐标 。 

RU, PDV ANERE M 的 两 个 坐标 卡 ， 若 UV 二 $， 
MJ óe (U YV) ó, UNNE R" 中 两 个 非 空 开 集 ， 并 且 映 射 


dredi’ | twU ND) >U) (9.1.7) 
$ (Ur) 


EITRMAFRZANAE RAANEI] ， 

它们 都 是 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 到 另 一 个 开 集 的 映射 。 如 果 用 坐标 

表示 ， 则 gr"d5: 和 du 和: 分 别 表示 为 欧 氏 空间 的 ?个 实 函数 
y'= fia, x") = (Oropa (xl... ,x")) 


(xt, ex") Epu (UNT), (9.1.8) 
xt=g' ly’, y") = (Ovog (y, y"), 
(g, y ERr (UNV), (9.1.9) 


称 为 坐标 变换 函数 。 因 为 $r。$0! 和 pued FEWR 同 胚 映射 
所 以 ft. F 都 是 连续 的 ， 且 


r (gi (yl yy), g" yt, s) =u, 


gf xl ,re xn)... fP, A) = 


(9.1.10) 


我 们 称 两 个 坐标 卡 (U ,$v) 和 (及 ,gr) 是 C-HR 的 ， 如 果 
UNV=4 REEÆEUNV =o BF, 26463 换 函数 fii," 和 
g y's un) 882 Cr 的 。 

设计 是 一 个 m 维 流 形 ， 如 果 在 以 上 给 定 一 个 坐标 卡 集合 
.一 {(U bu), V or), W 0r) e) 满足 下列 条 件 ， 则 称 .x 是 
M 的 一 个 C" 微分 结构 ， 
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(1) t(U,V,W,---.y E M 的 一 个 开 覆 盖 ， 

(2) 属于 -ex 的 任意 两 个 坐标 卡 是 C"- 相 容 的 ， 

(3) ”ww 是 极 大 的 ， 即 ， 对 于 MM 的 任意 一 个 坐标 卡 (D ,$7)， 
如 果 它 与 属于 .x 的 每 一 个 坐标 卡 都 是 C"- 相 容 的 ， 则 它 自身 必 属 
T+. 

给 定 了 一 个 Cr 微分 结构 的 流 形 M 称 为 一 个 C"- 微 分 流 形 。 
属于 给 定 的 微分 结构 的 坐标 卡 称 为 微分 流 形 M 的 容许 坐 标 卡 。 
微分 结构 .有 时 也 称 为 M 的 坐标 图 集 。 如 果 给 定 的 微分 结构 是 
C” 的 ， 则 称 M 是 光滑 流 形 。 在 不 致 引起 混淆 时 ， 常 把 光滑 流 
形 简称 为 流 形 。 

例如 ， 取 R: 中 单位 加 

s: (x? 十 (2 六 一 1 (9.1.11) 
为 例 ， 如 果 取 下 面 四 个 坐标 卡 (参见 图 9-1) 

U,= {x€s, |x:>0}, fu) =x", 

Us= {x€s, |x:<0}, éu,G0 =x", 

V ,={x€s, |x!>0}, fn) =x, 

V,={x€s, |x!<0}, ó, G) =x*, 
RBR, {UU V VAAR s 的 一 个 开 要 盖 ， 在 交集 Zr 六 上 
有 


(9.1.12) 


a 
wt VI, <O 2>0), (9.1.13) 
它们 都 是 C”- 函 数 。 所 以 (U4,$uy) 和 (Vs,Grm) 是 C”- 相 容 的 。 
同 理 可 证 ， 其 余 任 意 两 个 坐标 卡 也 都 是 C”- 相 容 的 。 因 此 ， 上 
面 给 出 的 坐标 卡 使 s 成 为 一 维 的 光滑 流 形 。 

ië f: M> N 是 从 光滑 流 形 M 到 另 一 个 光滑 流 形 N 的 一 个 
连续 映射 ，dimM 二 dimN=n。 车 在 一 点 pEM， 存 在 点 p 的 容 
HEIRE U ONA f(p) 的 容许 坐标 卡 (V ,yr) 使 得 映射 
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profed: de (U)—>ú (V) (9.1.14) 
在 点 各 (p) 是 C” 的 ， 则 称 映射 在 点 p 是 C” 的 。 若 映射 了 在 
M 的 每 一 点 都 是 C” 的 ， 则 称 f 是 从 M 到 的 光滑 映射 。 
如 果 dimM=dimN, H f:M>N 是 同 胚 ， 当 f 和 f7! 都 是 
光滑 映射 ， 则 我 们 称 f:M> x 
ERAR. WRR MEME 
N 是 可 微 同 胚 的 ， 则 称 放 和 NN 
的 光滑 流 形 结构 是 同 构 的 。 
RR 中 一 个 开 区 间 工 = (Ga, 
已 ， 则 从 工 到 流 形 六 的 光滑 映 
射 f: (a,b)> N$ W N 上 的 
一 条 参数 曲线 。 而 从 WE N 到 
R' 的 光滑 映射 f: N> R' Hr Ja N 
上 的 光滑 函数 。 图 9-1 
假定 M. N 分别 是 m 维 和 + 维 光滑 流 形 ， 它 们 的 微 分 结构 
分 别 是 .x = {Ua pa) ENIRE =V p,p) ,BET} ,我 们 可 以 用 
下 面 的 办 法 构造 一 个 新 的 m+# 维 光滑 流 形 MxN， 首先 ，{U。 
XV p, aEI ,PEJ} 构 成 拓扑 积 空间 M x N 的 开 覆 盖 ， 其次， 定义 
Whi dax pe Uax V pR" f 
Qax palp, a) = (Pa (p) pe), (P,Q EUX Vy, 
(9.1.15) 
这 样 , (Ua XV g, pa X po) E: M x 的 一 个 坐标 卡 , 易 证 这 样 得 到 的 
坐标 卡 都 是 C”- 相 容 的 ， 因 此 它们 决定 了 M x N 上 的 光滑 流 形 结 
构 , 这 样 得 到 的 m+n 维 光滑 流 形 M x N 称 为 M 和 N 的 积 流 形 。 


89.2 切 空间 和 余 切 空间 


经 典 的 曲线 和 曲面 在 每 一 点 分 别 有 切 线 和 切 平面 的 概念 。 同 
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样 ， 在 拓扑 流 形 上 给 定 了 一 个 微分 结构 之 后 ， 在 每 一 点 的 附近 可 
以 用 线性 空间 来 “近似 ”。 更 确切 地 说 ， 可 以 引进 切 空间 和 余 切 
空间 的 概念 。 我 们 首先 从 余 切 空间 入 手 。 

BM 是 几 维 光滑 流 形 。 固 定 一 点 pEM， 设 了 是 定义 在 点 加 
的 一 个 邻 域 上 的 C” -函数 ， 所 有 这 样 的 函数 的 集合 记 作 C?, H 
然 ， 属于 C3 的 两 个 函数 的 定义 域 可 以 是 不 同 的 。 但 是 函数 空间 
C; 中 的 加 法 和 乘法 仍然 是 有 意义 的 ， 设 f、9EC?， 它 们 的 定义 
域 分 别 是 U 和 矿 ， 那 么 UNV 仍 是 包含 的 开 邻 域 . 这 样 ， 
f+g 和 fg 可 以 看 作 定义 在 UNV 上 的 C; go BD 

f+g, f-g€Cç. 

# C; 上 定义 如 下 关系 ca， 设 f. g€Cç, 则 feog， 当 且 仅 当 
存在 pb 的 一 个 开 邻 域 及 使 得 fla=g|a。 BR, og C; 中 的 等 
NAR. MINE f EC, 中 的 co 等 价 类 ， 称 为 流 形 M 在 点 的 
C= -函数 芽 。 令 

#=C;/ee2S[(f11/ecp, (9.2.1) 
则 在 ,中 可 定义 加 法 和 对 实数 的 乘法 使 之 成 为 实数 域 上 的 线性 
空间 。 实 际 上 ， 若 [1],[9]€.1,aER, 只 要 令 


[f]+[g]=[f+g]), (9.2.2) 

alf]=[af]. (9.2.3) 
根据 定义 ， 上 面 两 式 的 右 端 与 代表 f、g 的 选取 无 关 。 可 证 .7 
是 无 穷 维 的 实 线性 空间 。 


设 ? 是 M 上 过 清点 的 一 段 参数 曲线 BD £ EE 数 6， 使: 
(一 6,6)>M 是 C” -映射 ， 且 ?(0) 一 2。 所 有 这 些 参数 曲线 的 集 
合 记 作 Ty. HF YEL», [SEZ 定义 配合 


«ntf SEEP | s O< (9.2.4) 


显然 ， 对 于 固定 的 ?”， 上 式 右 端的 数值 完全 由 [j 确定 ， 而 不 依 
赖 于 代表 f 的 选取 ,而 且 配 合 《?,[ 力 >》 关于 第 二 个 因子 [j 是 线 
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HER, MAER VED [SRIJEM a€R, #, 


<y,[f1+[g]> = <y,[f]> + <7, [g]? , (9.2.5) 

<y, al fl> =a<y,[f]> 。 (9.2.6) 
设 

Wo={[f EF | «p, [f> =0, Yr€ET}, (9.2.7) 


则 2 是 了 ;的 线性 子 空间 。 W RNET MEA pH RHE 
HERU, du), $ 


Fix, x)= fogg (rt, ,x"), (9.2.8) 
那么 可 证 , [flez, van% 3F/3x' |y (p= 0(i=1, n). 
事实 上 ， 设 YE 太 ， 其 坐标 表示 是 

Chueptt)) =x (t), —6<t<6, (9.2.9) 


则 
eof = | 


=“ Fen), a|, 


Ka dx!(t) 

du) dt |o 

在 最 后 一 个 等 式 中 已 继续 采用 求 和 约定 。 由 于 ?的 任意 性 ， 我 们 

可 选取 ?使 dxt(f)/dt|,-。 取 任意 实数 值 。 因 此 要 对 任意 的 yer, 
都 有 有 《y,[f]》=0， 必 须 且 只 须 

OF Š 

8x gCp) 

而 且 易 见 这 种 性 质 是 不 依赖 于 容许 坐标 卡 的 选取 的 。 因 此 ， 子 空 

间 多 ， 丛 好 是 在 点 由 关于 局 部 坐标 的 偏 导数 都 是 零 的 光滑 函数 芽 

所 构成 的 线性 空间 。 商 空间 I/P 称 为 流 形 M EAD URN 

空间 ， 记 作 7T$。 函 数 芽 [f]€.7; 的 -BARBER dN)», 

称 为 流 形 M # p 点 的 余 切 向 量 。 JET, 是 线性 空间 ， 它 有 从 
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， (9.2.10) 


i=1,2,* ,1。 (9.2.11) 


线性 空间 .六 ;诱导 的 线性 结构 ， 即 对 于 [f],[9]€.7 1, a€R 有 


Am 
[FI+[9] =[f+9], (9.2.12) 
alf ]=alf]. (9.2.13) 
TUER, T? Ene. Hie, ERA p H — AR ARE 
(U ,go) ,局 部 坐标 4 定义 为 
ui(q)=($u(q))’=x'o$u(q), q€U, (9.2.14) 
其 中 x! 是 R" 中 取 定 的 坐标 系 。 因 此 wEC?,(du');ET7}。 下 面 要 
证 明 (du)，， ;一 1,2,…,m， 就 是 TY 的 一 组 基 。 
首先 ， 设 (df);ET?, W fopi 是 定义 在 R" 的 一 个 开 集 矿 上 
的 光滑 函数 ， 在 D=V Np UE, EE, e =fr (ax, 
A’). FÆ, XF q€ó (U),f(q)=F0w,..,u*) 是 光滑 函数 
设 Gs= (OF /0u) p), uCp)” 则 对 任意 的 yE A: 


er =e | 
= F eyt) e, op) | 


= ar-f- (uop(t)) |... 


= <y, a[u*]> , (9.2.15) 

故 
[f]—a[ut]€e2;, (9.2.16) 

即 
(df) =ar (dut), (9.2.17) 


所 以 ，(d 有 ); È (duty, G=1,2,- M KREAS. 
其 次 ,着 有 一 组 实数 b, (1<i<n) 848 
b, (dutyx=0 (9.2.18> 
即 [wu']€E%Y1。 于 是 ， 对 任意 的 VEIT, 有 
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<, [ut =b Gy) | o, (9.2.19) 


t0 


选取 ET，(1<k<n) 使 得 


uioAs(t) =ut (p) + 01t, (9.2.20) 
这 里 ó; Æ Kronerker 符号 ， 则 
fo š 

gG AD) „a SOL (9.2.21) 
令 7 二 机， 由 (9.2.19) 式 则 得 到 

bs=0, 1<k<n, (9.2.22) 


这 表明 {(du9)，1<i 和 从 是 线性 无 关 的 。 于 是 它们 构成 7? 的 一 
组 基 ， 称 为 了 * 关于 局 部 坐标 系 ut 的 自然 基 。 由 此 可 见 ，7 是 
n 维 的 。 

根据 定义 ，[f1 一 [91€%;， 当 且 仅 当 对 任意 的 YET; 都 有 
《7,[f1>》 = 《7,[9]》， 所 以 可 以 定义 : 


<y, (df) = Kp, [f]>, yETs, (df) ET}, (9.2.23) 
现在 我 们 可 以 在 全 ; 中 定义 关系 co 如 下: ByE, W yoy, 
当 且 仅 当 对 任意 的 (df);ET? 有 

KY, (df)1» = Y’, (df)1> , (9.2.24) 
显然 ， 这 个 关系 是 等 价 关系 。 我 们 把 ?的 吕 等 价 类 记 作 [7]， 于 
是 可 定义 

<Ir], (dP DE Ky, df) >. (9.2.25) 
我 们 可 以 证 明 这 些 [y](yET 丰 ,) 组 成 了 7T? 的 对 偶 空间 。 为 此 目的 ， 
我 们 利用 局 部 坐标 系 。 设 在 局 部 坐标 下，7?E 信 , 由 函数 


ut=u' (t), 1<i<n (9.2.26) 
给 出 ， 则 运算 (9.2.25) 可 写成 
《[?], (df) ,>=aË, (9.2.27) 


其 中 
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, (9.2.28》 


| d: f 

s= (SP |o, e(a) ʻo 
系数 as 恰好 是 余 切 向 量 (df), 关于 自然 Eldu), 的 分 量 。 显然 
<Er (df),>E T$ 上 的 线性 函数 ， 这 个 函数 由 分 量 5! 完全 确定 。 
如 果 取 ? 为 

ut=ut(p) + Ëf!t, (9.2.29) 
TE E BERS, BY], (df)y?>,?E 太 ER Y Tt 上 的 
全 体 线性 函数 ， 它 们 组 成 7 HAAZ T, nik M EA p H 
切 空 间 。 切 空间 的 元 素 [?] 称 为 切 向 量 . 

切 向 量 的 几何 意义 其 实 很 简单 ， 如果 ED, 是 由 函数 


uft=ut(t), 1<i<n (9.2.30y 
h, MJ[y]=[y 06 382 34 tE E 
f A 


所 以 ?和 y 等 价 的 意思 是 这 两 条 参数 曲线 在 N p 有 同一 个 切 向 
量 ， 因此， 我 们 所 定义 的 流 形 M 在 点 p 的 切 向 量 恰 是 全 体 在 点 
有 相同 的 切线 的 参数 曲线 的 集合 。 
由 (9.2.20) 和 (9.2.27) 我 们 有 
<Er], (du) > =ò}. (9.2.32) 
FEA, B(9.2.20) E X694[4:1,1<k<n) E. 1(dut), ,1<i<ny 的 
对 偶 基 。 切 向 量 [4x*] 还 有 另 一 个 意义 ， 即 


Ch dD Dh (GE), Q> 


a 
= 2). (9.2.33) 


这 里 8f/6u' 表示 9(fo$51)/9ut。 所 以 对 于 函数 芽 [f]，[44] 是 偏 
微 商 算 子 (0/0u*)， 称 为 在 局 部 坐标 系 (4') 下 切 空间 7, 中 的 自然 
基 。 
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ë X€T,, feC+, E 
Xf=<X,(df),>, (9.2.34) 

X f 叫做 函数 f 沿 切 向 量 X 0 y S 3. 

光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 分 别 诱导 出 切 空 间 之 间 和 余 切 空 间 
之 间 的 线性 映射 。 设 下 :M-~> N 是 光滑 映射 ,pEM ,gq=F(p)EN， 
定义 映射 

F*: Ti>7T}, F*(df)=d(f°F), dfET}. (9.2.35) 
显然 ， 这 是 一 个 线性 映射 ， 称 为 映射 F 的 微分 。 考 虑 Fw 的 共 枉 
映射 Fx:T~>Te， 即 对 任意 的 X€T,, agT*t 有 


<F,X,a>y=<X ,F*ay, (9.2.36) 
F, 称 为 由 F 诱导 的 线性 切 映射 ， 有 时 也 将 F, 记 为 
F,=gradF, (9.2.37) 


$9.3 Frobenius 定理 


如 果 对 流 形 M 的 每 一 点 p 指定 M 在 p 点 的 一 个 切 向 量 X，， 

则 称 X EWE M 上 的 切 向 量 场 。 若 fEC~(M), 4 
(Xfy6=X,f=<X,,(dfy,>, (9.3.1) 

则 Xf 是 流 形 M 上 的 实 函数 。 如 果 对 任意 的 feC%>(M), 仍 有 
XfEC™®(M), MF X RRE M 上 的 光滑 切 向 量 场 。 描 述 光滑 
切 向 量 场 的 性 质 有 著名 的 Frobenius 定理 。 为 了 证 明 该 定理 ,我 
们 先 证 明 下 面 的 

引 理 9.1 光滑 流 形 M 上 的 切 向 量 场 六 是 光滑 切 向 量 场 的 
充分 必要 条 件 是 对 任意 一 点 pEM， 存 在 p 点 的 局 部 坐标 EU, 
ut), 84% X 限制 在 U 上 可 以 表 成 


X| = Egu (9.3.2) 
其 中 (1<i<n) 是 U 上 的 光滑 函数 。 
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证 明 ”充分 性 是 显然 的 。 下 面 让 明 必要 性 ,因为 立 是 必 上 
的 光滑 切 向 量 场 ， 所 以 X| 是 开 子 流 形 U 上 的 光滑 切 向 量 场 。 
WARA X |v 在 自然 基 {3/6u 人 下 可 表 成 


x| =s Er (9.3.3) 
因为 是 U 上 的 光滑 函数 ， 所 以 
Xou= (9.3.4) 


也 是 U 上 的 光滑 函数 。 得 证 。 
2 X m Y 是 流 形 M 上 两 个 光滑 切 向 量 场 ， 它 们 的 Poisson 
括号 积 定义 为 


[X,y1Zxy—vy x. (9.3.5) 
即 [ 光 ,Y] 是 作用 在 CS (M) EHRT, HER hy ECM), # 
[X,Y]f=X(Yf)—Y(XP). (9.3.6) 
EX, Y. Z 是 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ，f, gEC”*(M)， 

易 逐 条 按 定义 直接 验证 ， 
[X,Y]=—[Y,X], (9.3.7) 
[X+Y,Z]=[X,Z]+[Y ,2], (9.3.8) 
[X,[V,Z]1+[V,[Z,X1]+[Z,[X,YV1]=0, (9.3.9) 
[X,V]1(f+g)=[X,YV1f+[X,Y1g, (9.3.10) 
[X,Y](fə) =f-[X,Y]g+g-[X,Y1/, (9.3.11) 


[fX,gY]=f:(XDY—g(Yf)X+fgt X,Y], (9.3.12) 
以 (9.3.12) 为 例 ， 设 MEC”(M)， 则 由 Poisson 括号 积 的 定义 
得 ， 

[fX,gY)h 

=(/X)((gY)h)—(gY)((fX5h) 
=f-X(g-Yh)—g-Y(f. Xh) 
=f-(Xg)(Yh)+f:-gX(Yh)—g(Yf) (XI) — g: fY XI) 
=(/(Xg):Y—g(YVf)-X+f-g[X, Y Dh, (9.3.13) 
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因此 (9.3.12) 式 成 立 。 
现在 我 们 可 以 用 局 部 坐标 系 来 表示 [X, V], Q(U, ut) 是 
X, Y 有 表示 ， 


X= Br Yo rs (9.3.14) 


uh ë, 7 是 UU 上 的 光滑 函数 。 由 于 [B/auw，8/au] 一 0，(1< 
i, i<»), BESSEMER O. 9,104 
1 O61 
[X,Y)le=[X1e, Y lelah n E)r 
. (9.3.15) 
由 引 理 9.1 知 [了 ,YY] 也 是 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 。 

设 X 是 流 形 MM 上 的 光滑 切 向 量 场 , 车 在 PEM， X,=0, WJ 
称 点 为 切 向 量 场 X 的 一 个 奇 点 .光滑 切 向 量 场 在 奇 点 轧 附 近 的 
性 质 是 十 分 复杂 的 。 但 在 非 奇 点 附近 的 性 状 却 很 简单 。 我 们 有 下 
面 的 

引 理 9.2 设 X 是 流 形 MM 上 的 光滑 切 向 量 场 , 若 在 PEM， 
X; 夺 0， 则 存在 点 的 一 个 局 部 坐标 系 ( 矿 ，w') 使 得 


ô 
X|s=əsr* Ç (9.3.16> 


证 明 由 引 理 9.1， 存 在 点 的 局 部 坐标 系 (U u) up) 一 和 
WFX RHEU LT RR 


X| =£ (9.3.17) 


3 
ĝu ’ 
其 中 纪 是 U LEUXRRS. AA X0, PRR E0. H 
FE WERE, TREU 是 p 的 充分 小 的 邻 域 ， 使 得 函数 &! 在 
U 上 处 处 不 为 零 。 考虑 常 微分 方程 组 
dua EW, 


T =i 2 , 2<o<m (9.3.18) 
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其 中 出 是 自 变量 , Mu (2<a<n) 是 未 知 函数 。 根据 常 微分 方 
Bm, HEER ô, WEH, u") |lu] <U, HERE 
BEEKIE, u), jol <ó (2<a<n)。 方程 组 (9.3.18) 


有 唯一 解 
2 一 加 (43 U2 Us) —óS<ut <ó (9.3.19) 
满足 初 条 件 
办 (0 vè, u") =u, 2<a<n, (9.3.20) 
并 且 函 数 如 光滑 地 依赖 于 由 83918 o°, 
作 变 量 替 换 
ul=u!, 
(9.3.21) 
up (ol, vè, u"), 2<a<n, 
则 它 的 Jacobi FARE 
aut,» u”) z 
COREK) |z: 1. (9.3.22) 


所 以 存在 点 的 一 个 邻 域 态 CU， 以 vi(1<i<n) 为 局 部 坐标 系 ， 
在 这 个 局 部 坐标 系 下 


Xl er 
=+ £ a 
ra 
8: f 
-人 S 站) Eare (9.3.23) 
令 
v! dut 
[=], > (9.3.24) 
w=v°, 2<a<n, 


+ 192 


JJ! (1<i<n) EW LARREA HE 


Žix= B (9.3.25) 


引 理 证 毕 。 

下 面 我 们 讨论 更 一 般 的 情形 。 设 在 每 一 点 p€M 指定 了 切 空 
间 了 7 了 ;的 一 个 h 维 子 空间 L*(p)， 即 Lt J M 上 上 有 维 切 子 空间 场 。 
车 对 每 一 点 PEM， 在 pp 的 一 个 邻 域 U 上 存在 hh 个 处 处 线性 无 关 
的 光滑 切 向 量 场 人,,… ,Xs， 使 得 在 每 一 点 9EU ，L*(g) 是 由 向 
量 义 ,(q),…,X,(g) 张 成 的 ， 则 称 Lt 是 光滑 的 h 维 切 子 空间 场 ， 
或 称 L* 是 流 形 M 上 光滑 的 h 维 分 布 ， 记 为 

Lo={X1,.", Xa}, (9.3.26) 

进一步 地 ， 如 果 对 于 流 形 入 上 给 定 的 hinh L, FER R e 
标 系 (WV,w') 使 得 


Dr 下 (9.3.27) 


则 称 太 是 可 积 的 。 问 题 是 ， 在 什么 条 件 下 4 维 分 布 严 才 是 可 
积 的 ? 对 此 ， 我 们 有 下 面 的 
Frobenius 定理 h 维 光滑 分 布 L* 是 可 积 的 ， 当 且 仅 当 它 的 
局 部 生成 集 X... Xr 满足 条 件 
[X.,X,]=c1 Xi, a,P=1,.…,h, (9.3.28) 
这 里 (以 及 下 面 用 希腊 小 写字 母 表示 的 重复 指标 ) Aia hk 
H, RE crs 是 内 上 的 光滑 函数 。 
条 件 (9.3.28) 又 称 Frobenius 条 件 ， 并 可 改 记 为 
[X.,X,]=0 mod X,, a,p,y=1,.%,h, (9.3.29) 
证 明 ”必要 福 。 当 (9.3.27) 式 成 立 ， 则 向 量 场 X, TAR 


à ， 
f Xamar (9.3.30) 
HFX, X, E Ë EE 35 25 BJ, k det(a)==0, 由 [9/6we， 
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6/0u4 一 0， 故 类 似 于 (9.3.152 有 


; Dar\ ð 
IXa X 1]= =(o:304 = =a} Swi Jow” 


1 
=(0 90 — a; 25 Ja; Xis (9.3.31) 


y 一 
ch = (a: rs Fe) , (9.3.32) 


则 有 (9.3.28) 式 。 
为 证 明 充分 性 ， 我 们 对 分 布 的 维 数 有 oda, 34 h=1 f, 
由 引 理 9.2 知 命题 为 真 。 假 定 充分 性 对 于 h—1 维 分 布 成 立 。 设 分 
AL hU 上 处 处 无 关 的 光滑 切 向 量 场 习 ,,… Xa 张 成 ， 且 
[X.,X;]=0 modX,, 1<a,B,y<h, (9.3.33) 
H5189.2, EA p fff uA (u. 0 
ð 


X=. (9.3.34) 
iz 
=X,—(X,')X,i, 1<4<h—1, (9.3.35) 
这 里 重复 指标 不 求 和 。 显 然 
Xiy=0, 1<4<—1 Xwu'=1, ` (9.3.36) 


因为 L=4{Xi, XiX 所 以 这 h 个 切 向 量 场 仍 满足 
Frobenius 条 件 ， 故 可 设 
[XI,X;]=a,X, modX;, 1<À4,u,y<h—1, 
(9.3.37) 
将 上 式 两 边 算 子 作 用 于 函数 ot, BJ an0 (1<4, p<h 一 1)。 
因此 4 一 1 维 分 布 卫 和: 一 {1 ,天 人 -小 适合 Frobenius 条 件 。 
根据 归纳 法 假定 ， 存 在 p 点 的 局 部 坐标 系 (z!,z*,… ,z") 使 得 
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8 8 
L= amr]. 


上 式 也 表明 0/3 A<4<h—1) nf 8 Xi (1<4<h 一 1) BJ R 
性 组 合 。 由 (9.3.36) 第 一 式 得 


v=o a<i<h—1). (9.3.39) 


(9.3.38) 


由 于 L*=={9/0z!,… 0/32, Xa}, MEC Frobenius 条 件 可 设 
[a x.]= bX, mod p, 1<h,p<h—1. 
(9.3.40) 
将 上 式 两 边 作用 于 yw*， 又 得 到 b= 二 0 (1<4<h 一 1)， 所 以 
[az x,]= Eit a> (9.3.41) 


ERRA, ,2") 下 ， 设 X, 可 表 成 


a 
x, => É az (9.3.42) 
旭 
8 Ooh aE 9 
laa. x.]=> z7 820， (9.3.43) 


将 上 式 与 (9.3.41) 对 照 ， 则 得 
a 


1<4<h—1, h<p<n. (9.3.44) 


kas a a sp s 
(9.3.45) 
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则 仍 有 

p= rs, axi}. (9.3.46) 
根据 引 理 9.2， 存 在 从 (2*,…,2") 到 (w*,…,w") 的 局 部 坐标 变换 ， 
tE Xi TRR 


0 
Xie 


上 面 的 变换 不 涉 Kz, e, He wsz (1<1<h—1), W 
《w!,…,w") 成 为 点 的 局 部 坐标 系 ， 在 此 坐标 系 下 


p=, uga} (9.3.48) 


(9.3.47) 


定理 证 毕 。 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 流 形 履 上 个 光滑 切 向量 场 X,， 
…,XX、， 在 邻 域 U 内 是 处 处 线性 无 关 的 ， 则 在 U 的 每 一 点 p 存在 
PERR wE 


Xolr= a 1<a<h (9.3.49) 
的 充分 必要 条 件 是 
[X.,X,]=0, tKa, P<h, (9.3.50) 
89.4 纤维 从 


纤维 从 是 9.1 末尾 提 到 的 积 流 形 的 推广 ， 本 节 先 讨论 具体 
的 张 量 从 ， 然 后 讨论 微分 几何 中 主要 研究 的 一 类 特殊 的 纤维 从 
一 一 向 量 从 。 最 后 也 介绍 一 下 与 标 架 从 有 关 的 主 从 的 概念 。 

RME n EHHH, TMT? 分 别 表示 流 形 导 在 点 pp 的 切 
空间 和 余 切 空间 。 因 此 在 流 形 MM 的 每 一 点 p 有 (r,s) 型 张 量 空间 
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T;(p)=T,@-- QT QT Q@…OT， (9.4.1) 
一 一 一 一 一 一 一 


rf 个 s 个 
它 是 形 如 vi Qvi BO @ 8oy, ®…@ VU 
vi €T,, v% , up eut ETI TRIER H nt. k i 
间 ， 是 了 个 切 空间 和 s 个 余 切 空间 的 张 量 积 。 它 的 元 素 称 为 (r， 
SHAKE, Hr 是 张 量 的 逆 变 阶 数 ，s 是 协 变 阶 数 。 令 
T;= LTD, (9.4.2) 


我 们 可 以 在 了; 中 引进 拓扑 ， 使 它 成 为 有 可 数 基 的 Hausdorff 空 
间 ， 进 而 可 在 了 : 上 定义 C” 微分 结构 ， 使 它 成 为 一 个 光滑 流 
形 。 这 样 得 到 的 光滑 流 形 在 局 部 上 可 微 同 胚 于 积 流 形 ， 我 们 把 
T; 称 为 流 形 计 上 的 (r,s) 型 张 量 从 。 

我 们 先 规定 一 些 记 法 , i V K R kE É nt WL Ht 2z [B], 用 
GL(V)iB ln Bt2z jaJ V 的 线性 自 同 构 群 。 在 六 中 取 定 一 组 基 (e,, 
“ento MURRA F R". RIEKER y 记 成 坐标 行 

y=(y', y"), (9.4.3) 

WE, GLU JRE nxn BraEiB e EBE PRU RIEEE, E 就 是 说 
GL(V) 正 是 一 般 线性 群 GL(n, R). EGLU EZV 上 的 作用 
记 成 右 作用 ， 用 矩阵 表示 则 是 


wa | : }: (9.4.4) 
at-a} 
其 中 detAædet(ai)¥0. 
V; 表示 向 量 空 间 上 的 《r,s) 型 张 量 空间 cenmts, È 
的 基 是 
ei @---@ei, Qei @---@e*i, , 1<io, jp<n, (9.4.5) 
RÆV 中 的 元 素 都 可 以 用 分 量 表 示 ， 记 为 幅 pep EV 考虑 
流 形 MM 的 一 个 坐标 系 (U, u), ARBRE, u, R, EE 
一 个 点 pEU ,7T; 和 7T3 分 别 有 彼此 对 偶 的 自然 基 { (69/64),，…， 
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《0/9u") 让 和 {(du!);,…, 《du")z} ， 因 此 7:(p) 有 基 
( auii), OO( Hor), (98O dn),, 
Gi, j n). (9.4.6) 
现在 就 可 以 定义 映射 
$u: UxVi— U T: OQ, (9.4.7) 
使 得 对 于 任意 PEU, y€V;, ódu(p, y) ETO 的 元 素 ， 并 且 
$u(p,y) 关 于 基 (9.4.6) 的 分 量 与 y 关于 基 (9.4.5) 的 分 量 相同 。 
显然 ， 这 样 地 定义 的 映射 加 是 1-1 对 应 。 
取 放 的 一 个 坐标 覆盖 {U,V,…}， 设 由 (9.4.7) 定义 的 相应 
的 映射 是 {go ,$mw,…}。 把 诸如 U xV 的 各 开 子 集 在 po 下 的 像 的 
RERET: 的 拓扑 基 ， 易 证 明 它们 满足 拓扑 基 的 条 件 ， 这 样 确 
定 的 拓扑 使 了 ; 成 为 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 ， 并 且 每 一 个 由 
《9.4.7) 式 定义 的 映射 是 同 胚 。 
园 定 一 点 PEU ， 则 可 定义 映射 dus ViTi), w 
du, (y) =ġv(p,4), 348 (9.4.8) 
根据 go 的 定义 ， 了 映射 加 ,， 是 向 量 空间 V; SJ T; (pb) 的 线 福 同 构 。 
若 克 是 必 的 另 一 个 包含 p 的 坐标 域 ,局 部 坐标 是 如 ,…,w"， 邻 
Suw(b)=ó%!,. $u ViVi, (9.4.9) 
JMijguw (p) RARZAV ARAH, Juw (p €GL(V;). 49.4.4) 
式 所 规定 的 ，GL(WV;) 的 元 素 在 让 : 上 的 作用 记 为 右 作 用 。 因 此 ， 
对 于 ywy'EV 1， 使 
bulp,y)=bm(p,y’) (9.4.10) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
Y’ =y -Ive (p). (9.4.11) 
对 于 呆 的 任意 两 个 坐标 域 以 和 环 ， 如 果 U 人 丈夫 上 则 由 (9.4.9? 
定义 了 映射 
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gw: UNW>GLV:). (9.4.12) 
下 面 要 证 明 映 射 gor 是 光滑 的 。 不 失 一 般 性 ， 只 讨论 +r 二 =1 的 
情况 。 切 空间 T, 和 余 切 空间 7 关于 局 部 坐标 w!,…,w" 的 自然 
基 是 (4(0/0u!1),, =, (8/69w"))} 和 {(dw')», =, (dw) }e ku, 
y EV 1， 用 分 量 表 示 是 


y=y;e/@e*!, y’ =y jee" (9.4.13) 
因此 
tep = (r), edy, 
(9.4.14) 
drp D =y ih gyr), 9dr 
在 Un 上， 自然 基 之 间 有 以 下 关系 
du =, dwi, 
(9.4.15) 


ð _ðw 0 
ðu! u! ðw? ? 


其 中 Juw 二 (9w!/6u') 是 局 部 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 。 将 (9.4. 
15) 代 入 (9.4.10) 和 (9 .和 .14) 两 式 得 到 


vicu Fe (35). a (9.4.16) 


f 
wori =ni) ( 3) Gaan 
车 把 y 记 成 坐标 行 (01.91, 0.94... 1.11. ， 上 
式 表明 gus (p) Æ n? x n° HIERIE BE, HR 是 Jacobi 矩阵 
Jow 和 它 的 逆 甜 阵 的 元 素 的 积 。 因 为 Jacobi HRE Juw 和 它 的 逆 
和 矩阵 Juy= Jsu 都 是 由 U 人 于 上 的 光滑 函数 组 成 的 ,所 以 guor 在 
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UNW 上 也 是 光滑 的 。 

按照 ;的 拓扑 结构 ，{$o(U XV;)，$w《IVXV;),…} 构成 
ZAT: 的 坐标 开 履 盖 , 在 每 一 个 坐标 域 po(U XV) EA, y) 
的 坐标 是 


UD), YEE gjd (9.4.18) 


Rh ut EREM BRU LRR B, y jp EVV 
于 基 (9.4.5) 的 分 量 。 HU NW =G, HF gw :U NW>GLV;) 
是 光滑 的 ，(9.4.11) 式 说 明 上 面 给 出 的 人: 的 坐标 覆盖 是 C”- 相 
RH, Ait, Ti 成 为 一 个 光滑 流 形 。 显 然 ， 把 TIC) 中 的 元 素 
映 到 点 PEM 的 自然 投影 

x: Tr>M (9.4.19) 
是 光滑 的 满 映 射 。 光 滑 流 形 7! 称 为 流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 ， 
zt 称 为 从 投影 ，T!(p) 称 为 从 7! 在 点 的 纤维 。 

令 r 二 1，s 二 0， 我 们 得 到 流 形 MM 上 的 I M, ig fE2 CM), 
令 r=0，s=1， 得 到 流 形 MM 上 的 余 切 从 ， 记 作 .F*CM)。 ik f:M 
>T: 是 光滑 映射 ， 如 果 ， 

xof 二 id( 便 等 映射 ): M->M， (9.4.20) 
即 对 于 任意 的 pEM，f(p)ET!:(p)， 则 称 f 是 张 量 从 7T! 的 一 个 
光滑 截面 ， 或 称 为 M 上 的 (r,s) 型 的 光滑 张 量 场 。 切 ATM) 
截面 就 是 人 的 切 向 量 场 ， 余 切 从 .F*(MM) 的 截面 称 为 M 上 的 一 次 
微分 式 。 

把 上 面 讨论 的 张 量 从 的 构造 抽象 化 就 得 到 下 面 的 一 般 向 量 从 
的 概念 : 

i& E. M 是 两 个 光滑 流 形 ，x:E->M 是 映 上 的 光滑 映射 。 
V=R 是 4 维 向 量 空间 ， 如 果 给 定 了 M 的 一 个 开 覆 盖 {U,W,Z， 
:小 及 一 组 映射 dr dr ,$s,…} 使 得 下 列 条 件 成 立 ， 则 称 (E,M， 
EREM LR q 维 向 量 从 。 其 中 称 为 从 空间 ，M 称 为 底 空 
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间 ，z 称 为 从 投影 ,了 是 纤维 型 : 
(1) 每 一 个 映射 是 从 U x R° 到-'U) 的 可 微 同 胚 ,. 而 


且 对 任意 PEU ，yER" 有 


zoop, y) =p; (9.4.21) 
(2) 对 于 任意 固定 的 peU, $ 
Busr(y)=$u(p,y), YER, (9.4.22) 


M u,n: Rono) RE, HU NW =o 时 ,对 任意 的 pEU NW, 
要 求 
Jow (p) =ó; pbu, 2: RR (9.4.23) 

是 向 量 空间 V =R 的 线性 自 同 构 ， 即 gor (p) CGL(V), 

(3) 对 于 UN 二 8， 映射 gow:Un 丈 -~>GZL(F) 是 光滑 
的 。 

对 任意 的 peM, 令 忆 ;=x-!1(p)， 称 为 向 量 从 忆 在 点 p 上 
的 纤维 , 设 U 是 放 中 包含 p 的 坐标 域 ， 则 纤维 型 的 线性 结构 通 
过 映射 如,， 可 以 搬 到 纤维 上 来 ， 使 ,成 为 gq 维 FJ Bt 空间 。 
由 于 条 件 ( 2 )，E; 的 线性 结构 与 go 的 选取 无 关 。 因此， 在 直观 
上 可 以 把 向 量 从 E 夏 作 诸 如 U x Re 的 积 流 形 沿 着 同一 个 点 pEM 
上 的 纤维 粘 合 起 来 的 结果 ， 在 粘 合 时 要 求 纤维 上 的 线性 关系 保持 
FE. 

条 件 ( 3 ) 中 给 出 的 映射 gur: U NW GLU NES FAH 2 
条 件 ， 

(1) %FFp€U, gv (p)=id: V>V, (9.4.24) 

(2) #ÆpEUNW NZS, 则 

Suw(b)-gws(b):gzu(p)=id: V—>V, (9.4.25) 

{gow} 称 为 向 量 丛 (已 ,M ,r) 的 过 渡 函 数 族 。 关于 过 渡 函 数 族 , 有 
下 面 的 

定理 RME n PHHH, Uho 是 MM 的 一 个 开 覆 盖 ， 
VV 是 4g 维 向 量 空间 。 若 对 每 一 对 指标 a，BEI, 在 UsNnUpx$ 时 
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指定 了 一 个 光滑 映射 gap:U。 几 Us->GL(V)， 它 们 适合 相 容 条 件 
(9.4.24) 和 (9.4.25)， 则 存在 M 上 的 9 EEA (E, M,a), 它 
以 {gop} 为 过渡 函数 族 。 

上 述 定理 的 详细 证 明 见 文献 [40]。 该 定理 表明 ， 过 渡 函 数 族 
{gag} 是 向 量 从 的 核心 ， 构 造 向 量 从 ， 只 要 指出 它 的 过 渡 函数 族 
就 可 以 了 。 

积 流 形 M x R=E 是 向 量 从 最 简单 的 例子 ， 称 为 M 上 平凡 的 
向 量 从 ， 或 积 从 。 前 面 提 到 的 张 量 从 7T; 也 都 是 向 量 丛 。 下 面 再 
给 出 向 量 从 的 几 个 例子 : 

例 1 向 量 从 EE 和 E’ 的 直 和 EBE’。 

设 E 和 E’ 都 是 流 形 必 上 的 向 量 从 ， 纤 维 型 分 别 是 和 VY’', 过 


渡 函 数 族 是 {gvw} 和 {gbw}。 
令 
Juw 0 
hiw = (9.4.26) 
w=( ; >) 


W ho 是 右 作用 在 BV 上 的 线性 自 同 构 ， 且 {huw} 适 AER 
数 族 的 相 容 条 件 (9.4.24) 和 (9.4.25)。 流 形 MM 上 以 {huw} 为 过 渡 
户 数 族 ， 以 BV 为 纤维 型 的 向 量 从 称 为 E 和 EE' 的 直 和 ， 记 作 
E@E’, 

例 2 ”向量 从 的 张 量 积 E@E'。 

设 E 和 与 例 1 相同 。 命 hvw 是 gvw 和 gyw 的 张 量 积 ， 即 
how 二 guw@gyw， 它 们 在 VY@V' 上 的 作用 定义 为 

WRU’) -huw= (u-guw)@ (u! ghw), (9.4.27) 

其 中 o€V, v'e. 显然 {huw} 也 适合 过 渡 函 数 族 的 相 容 条件 (9. 
4.24) 和 (9.4.25)。 流 形 必 上 以 {hw} 为 过 渡 函 g k, LOV’ 
为 纤维 型 的 向 量 从 称 为 上 和’ 的 张 量 积 , WEQE. 容易 
看 出 ， 流 形 必 上 的 (r,s) 型 张 量 从 正 是 + 个 切 从 和 s 个 余 切 从 的 
KER. 
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设 s:3M ~ 已 是 光滑 映射 ， 如 果 
Ts 一 id: M> M (9.4.28) 
则 称 s 是 向 量 从 (E,MM,#) 的 一 个 光滑 截面 , 应 该 注意 ， 向 量 从 E 
的 处 处 不 为 零 的 光滑 截面 不 一 定 存在 ， 这 种 截面 的 存在 反映 了 流 
形 M 一 定 的 拓扑 性 质 。 
把 向 量 丛 的 概念 进一步 推广 可 得 到 纤维 丛 的 概念 ， 我 们 不 打 
算 一 般 地 介绍 纤维 从 的 概念 了 ， 只 介绍 一 种 特殊 的 非 向 量 从 的 纤 
维 从 一 一 标 架 从 ， 它 是 与 切 从 密切 相关 的 。 
设计 是 4 维 微分 流 形 ， 所 谓 一 个 标 架 是 指 这 样 的 一 个 组 合 
(Peen), 其 中 思 是 MM 上 一 点 ，e1,…,en 是 流 形 MM 在 点 p 的 
4 个 线性 无 关 的 切 向 量 。 流 形 上 全 体 标 架 的 集合 记 作 Z, RNIT 
以 在 8 中 引进 微分 结构 使 之 成 为 光滑 流 形 ， 并 且 使 自然 投影 
开 ( 力 ;61 ea) =p (9.4.29) 
是 从 8 到 M 的 光滑 映射 ，( 28 ,M ,r) 称 为 M 上 的 标 架 从 ， 简 记 为 
g (M). 
在 8 中 引进 微分 结构 的 方法 与 张 量 丛 的 做 法 是 类 似 的 。 设 
(U,20 是 朵 的 任意 一 个 坐标 域 , 则 在 上 有 自然 标 架 场 ( 记 ; 9/8ut， 
…,90/9u")， 所 以 U 上 的 任意 一 个 标 架 (p;e1,… ,es) 可 以 表 成 


a ; 
e=Xi (g), 1<i<n, (9.4.30) 


其 中 (X1) 是 非 退 化 的 nxrn SRE, AIEE GL, Rh ñ — 4 
TE. 于是， 可 以 定义 映射 $v:U XGL(Cn,R)>x-!(U)， 使 得 对 
任意 的 PEU 以 及 (XI1)EGL(n,R) 有 

(p, X) =(p;61, ren), (9.4.31) 
其 中 e, 由 (9.4.30) 式 所 给 出 。 显 然 ， 这 样 定义 的 如 是 1-1 对 
应 ,这 里 GL(n,R) 代 替 了 张 量 从 中 信 ; 的 地 位 。 因 此 ， 完 全 可 
以 类 似 地 证 明 ， 由 拓扑 积 U x GL(n,R) 的 全 体 开 集 在 各 下 的 像 
的 集合 构成 8 的 一 个 拓扑 基 ， 关 于 这 种 拓扑 结构 、 映 身 
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ó: U x GL(n,R)>z-!(U) (9.4.32) 
是 同 胚 。 通 过 映射 如，r-!(U) 就 成 为 8 的 一 个 坐标 域 。 5 
UñnW=9, 则 流 形 M 在 II 到 上 有 局 部 坐标 变换 


w=wt(u', u"), 1<i<n, (9.4.33) 
相应 的 自然 基 有 如 下 关系 
OD (9.4.34) 


Ou: Ou ðu’ 
而 UN 上 的 一 个 标 架 (p;e1,…,es) 在 两 个 坐标 系 下 的 坐标 U, 
1) 和 (w!, 了 1!) 适合 关系 


ulu, Xi) =p wt, Yi), (9.4.35) 
Blut Fa uf H (9.4. na 并 且 
xi ta =Y (9.4.36) 
R 
ðw* 
Yi=X| Br (9.4.37) 


BAw, YIRE ut XI ERRA, He E I R aU) 
Ma WORE C-HR, FERI ntn 维 光滑 流 形 ， 而 
且 自 然 投影 r: 8 一 MM 是 光滑 的 满 映 射 。 

上 面 的 (9.4.31) 式 说 明 映 射 如 给 出 了 流 形 8 的 局 部 乘积 的 
结构 ， 即 x-!(U) 可 微 同 胚 于 直 积 UXGL(n; R)， 对 于 任意 的 
pEU, $ 

u, (X)=ó% (p,X), XEGL(n;R), (9.4.38) 
MJ v, GL(n; R)>z-1(p) ERE. 

#U W =$, H PEUNW, it $ç; doa, 是 GL(n; RF] 
自身 的 同 胚 。 由 (9.3.37) 式 可 知 óç;>oóu, > tA Jacobi 4R Juw 
二 (8w*/6u) 在 群 GL(n;R) 上 的 右 平移 。 可 见 {Jow} 构 成 标 架 从 
名 的 过 渡 函 数 族 。 过渡 函数 族 和 纤维 型 都 是 GL(n; R) 的 从 叫做 
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以 GL(m; 及 ) 为 结构 群 的 主 丛 。 因 此 ， 标 架 丛 8 (M) 是 与 流 形 M 
BWAT (M) 相 伴 的 主 丛 。 


89.5 $ 络 
要 对 向 量 从 的 截面 一 流 形 上 的 向 量 场 进行 微分 ， 需 要 在 向 


量 从 上 引进 称 为 “ 连 络 ”的 结构 。 仿 射 连 络 就 是 加 在 微分 流 形 
上 ， 为 使 我 们 能 对 张 量 场 进行 “微分 ”的 结构 。 为 今后 需要 ， 我 


们 只 讨论 仿 射 连 络 。 
设 必 是 一 个 # 维 微分 流 形 ， 有 上 的 切 从 是 它 的 切 空间 的 并 集 
FM)= UT,, (9.5.1) 
seu 

切 丛 的 纤维 是 基 空 间 朵 的 切 空间 ， 投 影 映 射 是 
m: TM)>M, (9.5.2) 

使 得 
z(T,)=p, VPEM. (9.5.3) 


我 们 可 以 如 前 面 讨论 的 那样 ， 在 .六 (M) 上 引进 微分 结构 。 设 (x') 
是 定义 在 计 的 坐标 域 0 的 一 个 从 标 系 ， 则 48/0xt, 1<i<n) ET, 
的 一 组 自然 基 。 对 .9 (M) 上 的 任意 一 点 ETM), RIIT 
由 

x'(p,v) =x (p) (9.5.4) 
和 


vpo =(o, Bor) (9.5.5) 


定义 了 (U) 上 的 一 个 坐标 系 (x:，v') ， 称 为 坐标 系 (xf) 的 提升 从 
标 系 。 易 证 这 样 定义 的 坐标 系 是 C~- 相 容 的 。 于 是 ， 相 对 于 由 提 
升 坐标 系 推导 出 来 的 微分 结构 ，.9 (M) 成 为 2n 维 的 微分 流 形 。 
了 (4 ) 上 的 一 个 横 蕉 面 是 光滑 映射 
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u: M> F (M) (9.5.6) 
使 得 zol 一 id( 便 等 映射 )。 (9.5.7) 
它 是 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 。 因 为 .元 (M) 是 微分 流 形 ， 在 每 点 
(pb,u)E.7 (MM) 同 样 可 引进 (MM) 的 切 空间 ， 为 与 7 区 别 ， 今 后 
我 们 都 将 它 记 为 了 (MM),,v，,， 易 见 
dim z (M), =2n. (9.5.8) 
相对 于 由 坐标 系 (x!) 通过 (9.5.4) 和 (9.5.5) 定 义 的 提升 坐标 系 
(xf4ui) ， 投 射 映射 (9.5.2) 有 表示 
aqal, XU, 0) =x, Iin, (9.5.9) 
因此 z 是 光滑 流 形 .7 MMM AKERRA. HERIR 
切 映射 (9.2.36) 现 在 写成 


mx 一 gradr: 2'(M)ó,ə>T,, (9.5.10) 
它 应 有 分 量 和 矩阵 (n x 2" 和 矩阵 ): 
1 00 0 0.…0 
[eradz=| |， (9.5.11) 
换 名 话说 ，rx 满 足 条 件 
sa). (a) 1<i<n, (9.5.12) 
a (F) yn = 1<i<n. (9.5.13) 


这 里 (8/6x) asos (8/I a, ET (Moa, o ERETI (MD) 在 点 
(p,2) 的 切 向 量 ,而 (8/90x') ,ET ,是 流 形 M 在 点 p 的 切 向 量 。 我 们 
EXT MEAP, o) 的 垂直 空间 (4;,w 为 
Feo =Kerny os (9.5.14) 
这 里 Ker 表 示 映 射 rxcvw 的 核 ， 即 
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M: xA Ya BH VA 


Kernyo, o ={XE7 (M), v mee, X=}. (9.5.15) 
从 (9.5.3) 我 们 有 
T,=x=-'(p), V p€M. (9.5.16) 
因此 ， 垂 直 空间 ye,w 只 不 过 是 在 点 vE7T， HT, 的 切 空 间 ， 
dimzreyv 一 #。 
六 (MD)4,wy 的 一 个 n 维 子 空间 多 小,w 称 为 在 (b,u) 点 的 水 平 空间 
REER, WR oo UZ ao ERT (M), RIN, 
S (M)oo 可 分 解 成 Ze 和 多 oo 的 直 和 ， 
TM) w= ,DP (9.5.17) 
显然 ， 与 垂直 空间 不 同 ， 水 平 空间 Poro 不 是 唯一 的 。 一 个 光 
滑 的 水 平 空间 AZ ( 即 对 每 一 点 (bu)， 铬 的 值 Ron 是 
TMa o HIKER WAI (MH) 上 的 连 络 。 
一 个 连 络 将 引起 沿 朵 的 一 条 曲线 的 平行 移动 的 概念 。 设 铭 是 
< 少 (M) 上 的 一 个 连 络 ，4(t 是 厅 的 一 条 可 微 曲线 


AC): (a,b)>M, (9.5.18) 
那么 (MM) 的 一 条 可 微 曲 线 (t)， 
IG): (a,b)>F7(M) (9.5.19) 


称 为 4(t) 相 对 于 尖 的 水 平 提升 ， 如 果 对 所 有 +E(a,6)，X(t) 满足 
下 面 两 个 条 件 ， 

LTH JEZ, (9.5.20) 

aI =A). (9.5.21) 
第 一 个 条 件 表明 X(t) 是 相对 于 多 的 一 条 水 平 曲线 ， 第 二 个 条 件 
表明 对 所 有 的 +,，4(t) 都 属于 在 4(t) 的 纤维 。 因 为 曲线 1(t) 是 一 
维 的 ， 连 络 居 和 曲线 4 是 光滑 的 ， 经 典 的 隐 函 数 存 在 唯一 性 定理 
保证 了 通过 在 4(0) 处 的 纤维 的 一 个 初始 点 w(0)， 存 在 唯一 的 一 个 
水 平 提升 区 (t,v(0)) 使 得 

A(0,o2(0))=(4(0),o(0)). (9.5.22) 

换 名 话说， 存在 一 族 4 的 水 平 提升 ， 使 得 每 个 点 (AG) ,v(t))€ 
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AM 被 包含 于 一 个 且 只 有 一 个 水 平 提升 之 中 。 于 是， 我 们 
可 以 将 4 的 水 平 提升 理解 为 一 族 单 参数 映射 


Posi? Tuy >T ao, (9.5.23) 
ERAO ET oA 
无 (fu(0)) 一 (4(Gt) ,pe(o(C0)))。 (9.5.24) 


按 这 个 方法 定义 的 映射 cu,: 是 切 空 间 Txco 与 沿 4 的 纤维 Txco 的 微 
分 同 且 ， 称 为 由 连 络 多 导出 的 沿 4( 办 的 平行 移动 。 

从 (9.5.17) 我 们 看 到 ， 相 对 于 任 一 提升 坐标 系 (x%,of)， 
TMo, v 的 自然 基 是 {(8/8xt)cw， (8/0u2)o,,ol oo 的 
基 是 {(8/6uf)c,o} ， 故 和 co) 的 一 组 基 是 


(G)... —TlG,o) (37),, }, (9.5.25) 
这 里 个! 是 (x!,v1) 的 C”- 函 数 , 令 4(t) 相 对 于 (x?) 的 坐标 是 (1)， 
而 元 相 对 于 (x1,v4) 的 坐标 是 (*(1) ，v1(t))， 那 么 条 件 (9.5.21) 
自动 满足 ， 而 条 件 (9.5.20) 等 价 于 微分 方程 组 
dollt) pi i) v! " 
a + TCR) pee, A oi orCD) 


0, 1<j<n. (9.5.26) 
我 们 称 这 组 方程 是 在 坐标 系 (x 人 ) 中 沿 4 的 平行 移动 方程 。 这 组 方 
程 在 初 值 v1(0) 下 的 解 给 出 v(0) 的 平行 移动 po,1(v(0))。 

册 上 面 的 讨论 可 知 ， 连 络 多 实际 上 是 流 形 M 上 的 光滑 切 子 空 
间 场 ， 可 以 如 同 Š 9.3 那样 讨论 它 的 可 积 性 问题 。 如 果 连 络 是 可 
积 的 ， 那 么 ， 局 部 地 存在 通过 每 一 点 (*,0) €> (M) 的 一 个 水 平 
RRT. Xij, EHR 4 的 水 平 提升 仅仅 是 垂直 圆柱 面 z-!() 
与 水 平 横 截面 的 交 线 。 结 果 ， 平 行 移动 是 局 部 地 与 路 径 无 关 的 。 
反之 ， 如 果 平 行 移动 局 部 地 与 路 径 无 关 ， 那 么 平行 向 量 的 局 部 横 
截面 是 水 平 的 ， 且 因此 连 络 是 可 积 的 。 于 是 ， 由 多 导出 的 平行 移 
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动 的 路 径 无 关 性 是 由 连 络 的 可 积 条 件 表征 的 。 当 然 ， 一 个 连 络 一 
般 地 不 必 是 可 积 的 。 因 此 ， 我 们 一 般 不 能 要 求 平行 移动 是 路 径 无 
关 的 。 

其 次 ， 我 们 看 到 由 连 络 导出 的 平行 移动 一 般 不 必 是 线性 的 。 
这 一 点 易 从 平行 移动 方程 (9.5.26) 看 出 ， 该 方程 组 不 必 关 于 v 是 
线性 的 。 要 使 沿 所 有 曲线 的 平行 移动 都 是 线性 同 胚 ， 充 分 且 必要 
的 条 件 是 函数 人 Hx!，,… ,x"，v!,…,v") 关 于 v* 是 线性 的 ， 即 

Ti... x", vt, 0) = TX ,XE (9.5.27) 
满足 上 述 条 件 的 连 络 称 为 仿 射 连 络 。 尽 管 可 积 的 连 络 仅仅 对 某 些 
流 形 才 存在 ， 但 仿 射 连 络 却 是 对 所 有 流 形 都 存在 的 。 我们 下 面 将 
简短 地 证 明 这 一 点 。 在 后 面 的 讨论 中 ， 我 们 只 用 到 仿 射 连 络 。 
(9.5.27) 式 中 表征 了 仿 射 连 络 的 函数 Ti Co, RADER 
相对 于 坐标 系 (x4) 的 连 络 符号 。 我 们 首先 推导 连 络 符号 关于 坐标 
变换 的 变换 规律 。 从 (9.5.25) 和 (9.5.27) 知 ， 水 平 空间 铭 必 w 是 
由 集合 

(Q) TE E), y} san 

k ar ea a a EAA 
Nsw) 也 可 由 集合 


(G=)... Then oa07), .5.29) 
张 成 。 因 为 提升 坐标 系 (x',u7) 与 (和 ,532) 间 有 关系 


Ri=8t(x!,--- x") (9.5.30) 
m 
f 
s= 35ut, (9.5.31) 
它们 的 自然 基 服 从 通常 的 变换 规律 


(a=)... == KED 
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822: 9 
kara |: (2 Jz ， (9.5.32) 


了 
(=)... = Sal, r)a ¿ (9.5.33) 
将 (9.5.32) 和 (9.5.33) 代 入 (9.5.28) 中 去 并 注意 到 Jacobi EBE 
[954/8x1] 是 非 奇异 的 ， 我 们 看 到 多 cr,w 可 由 集合 
(Qp. 5 E 
maaan Be sr)” (26). 6.5.30 
所 张 成 。 比 较 (9.5.29) 和 (9.5.34) 式 得 到 
T „m Ox® Ox? Oz* Oz* xq Ox? 
TT a os ox sox 0z Oz 
(9.5.35), 
变换 规律 (9.5.35) 可 用 来 根据 连 络 符号 定义 一 个 仿 射 连 络 ， 正 如 
我 们 用 张 量 的 分 量 的 变换 规律 来 定义 张 量 一 样 ， 设 对 每 个 坐标 系 
(x%4) 都 指定 了 一 组 函数 矿 i:， 它 们 之 间 满 足 变换 规律 (9.5.35)，。 
那么 ， 我们 可 以 简单 地 将 Peoro 定 义 为 由 集合 (9.5.28) 张 成 的 
子 空间 。 变 换 规律 (9.5.35) 保 证 了 这 样 定义 的 子 空 间 Poo 是 
与 坐标 系 的 选取 无 关 的 。 现 在 ， 我 们 按 这 个 方法 去 证 明 食 射 连 给 
的 一 般 的 存在 性 定理 。 
在 MM 的 某 个 带 有 坐标 系 x 二 (x!) 的 坐标 邻 域 U, 一 个 仿 射 连 络 
Yk 显然 是 存在 的 。 事实 上 ， 我 们 只 要 选 Yx 是 这 样 的 一 个 水 平 空 
间 , 它 在 U 上 的 水 平 模 截 面 都 是 相对 于 x*{ 有 常数 值 分 量 的 截面 . 换 
WEN. Z 相对 于 (%x 人 的 连 络 符号 恒 为 零 ， 于 是 对 所 有 xEU ， 


H 
(CDN, (9.5.36) 


210. 


人 


s. 


ER 多 ur。 然而 ， 这 样 选取 的 2. 未 能 给 出 整体 的 连 络 多 ， 
因为 多 相对 于 不 同 的 坐标 系 的 连 络 符号 间 不 满足 变换 规律 : 
(9.5.35)。 为 了 构造 一 个 整体 的 仿 射 连 络 ， 我 们 采用 所 谓 单位 分 - 
解 的 办 法 。 由 拓扑 学 的 单位 分 解 定理 我 们 知 ， 对 光滑 流 形 M ， 存 
在 一 组 所 谓 局 部 有 限 的 开 覆 盖 {U。，cE1} ， 即 对 每 个 YEM ， 仅 有 
有 限 多 个 cE7 使 xEU。。 与 这 一 开 覆 盖 相 联系 的 一 个 单位 分 解 存 
在 ， 它 是 相应 的 一 组 可 微 函 数 {fo}j ， 满 足 
i) 对 每 一 个 cET， 
0<f.<1, (9.5.37) 
且 在 U。 之 外 fo 恒 为 零 ， 
ii) 对 每 一 个 xEM 
Lfs. (9.5.38) 
atl 


由 于 开 覆 盖 {U。，a€E 人 1} 是 局 部 有 限 的 ， 条 件 ii) 的 左边 仅 有 有 限 多 
项 folx) 不 为 零 ， 故 和 式 是 有 意义 的 。 单 位 分 解 定理 的 详细 证 明 
TALARE, 

BRAlUa, Ke) ERRARE EM ABRE, Bif 
与 该 覆盖 相 联系 的 一 个 单位 分 解 。 我 们 如 同 前 面 讲 的 那样 对 每 个 
卡 (U。，w) 引 进 一 个 局 部 的 仿 射 连 络 铭 。。 设 x 是 及 的 任意 一 点 ， 
(*) 是 定义 在 x 的 邻 域 的 任 一 坐标 系 ， 记 这。 相对 于 (x1') 的 连 络 符 
号 为 js(x,a)。 由 于 {(U。,ko)} 是 局 部 有 限 的 开 覆 盖 ，x 仅 属于 
ENZA Pa FERNS 


Tio = fT jala), (9.5.39) 
这 里 参与 求 和 的 非 零 项 只 有 有 限 多 个 ， 故 和 仍 是 (x, ,x") 的 可 
微 函 数 。 我 们 说 ， 按 此 方法 定义 的 太 jxs(x) 将 满足 变换 规律 


《9.5.35)， 从 而 它 给 出 一 个 整体 的 仿 射 连 络 。 
事实 上 ， 对 每 个 g， 太 fx,a) 的 变换 规律 是 
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A q Ozs 
i (=, a)= T, (x, a) 38 35 3 
azt Ox Ox? 
Taxa 557 OB? 
用 Je(x) 乘 上 式 的 两 边 并 将 它们 对 c 求 和 ， 由 定义 式 (9.5.39) 得 到 


Ox Ox? zE 
TY,(%) = To (%)- əz Ə#! Ox™ 


0: Ox Ox? 
-E feo 8 oz Oz’ (9.5.41) 


(9.5.40) 


AFE fws, ERREI (9.5.35) 式 是 一 样 的 。 这 就 


完成 了 我 们 的 关于 仿 射 连 络 的 一 般 的 存在 性 的 证 明 。 

应 该 注意 ， 单 位 分 解 {fo} 的 条 件 (9.5.38) 保 证 了 (9.5.39) 的 
右边 对 x 是 光滑 的 。 然 而 ， 尽 管 在 前 面 构造 多 时 所 用 的 局 部 连 络 
沉 。 都 是 可 积 的， 整体 连 络 知 一 般 却 不 是 可 积 的 。 

利用 S 9.3 中 介绍 的 Frobenius 定理 我 们 可 求 得 一 个 连 络 知 
可 积 的 充分 必要 条 件 。. 记 (9.5.28) 式 表示 的 Poroti 


4 =(ae),, v) Th G, |): Wr ), v) : 
(9.5.42) 

于 是 ， 

Renso = {Eis É y (9.5.43) 
AM Linet, h Frobenius 定理 知 ， 罗 是 可 积 的 ， 当 
县 仅 当 它 的 局 部 生成 集 61,… ,Cs 满足 Frobenius 条 件 

[é ]=0 modé,, 1<i,j,k<n, (9.5,44) 
将 (9.5.42) 代 入 (9.5.44) 的 左边 得 到 

[和 一 cr 一 和 Ce 


= Ph aruru ruru) 
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8 š 
“(Be ot Joo = Rt pew Y Jv Whe’ (9.5.45) 


CERE 


这 里 

+TiT eDi (9.5.46) 
称 为 连 络 党 相对 于 (x?) 的 率 符号 。 根 据 连 络 符号 的 变换 规律 
《9.5.35) 易 验证 曲率 符号 R9xz 满 足 张 量 场 的 分 量 的 变换 规律 。 因 
此 ， 由 上 昌 率 符号 将 定义 了 一 个 张 Ht 场 R， 称 为 连 络 多 的 曲率 张 
量 。 注 意 到 (6/6v9) co EÈ ov 的 自然 基 ， 由 (9.5.17) 和 
《9.5.44) 立 即 得 到 6,… Éni Æ Frobenius 条 件 ， 当 且 仅 当 


Rijnwi!=0, (9.5.47) 
而 由 vi! 的 任意 性 ， 我 们 最 后 得 到 连 络 党 可 积 的 充分 必要 条 件 是 

Riyn=0, (9.5.48) 
或 等 价 地 

R=0. (9.5.49) 


一 个 仿 射 连 络 称 为 对 称 的 ， 如 果 它 的 连 络 符号 Pi 28 Fin 
J 和 R 对 称 。 从 连 络 符号 的 变换 规律 (9.5.35) 可 以 看 到 这 一 条 件 不 
依赖 于 坐标 系 的 选取 ， 以 致 定义 了 连 络 的 内 诸 性 质 。 很 显然 ， 上 
面 讨 论 的 局 部 连 络 多 全 是 对 称 的， 因为 相对 于 坐标 卡 (U。,wo) 连 
络 PW。 的 连 络 符号 全 为 零 。 于 是 ， 从 上 面 的 连 络 的 存在 性 的 证 明 
过 程 可 知 , 任 一 流 形 对 的 切 丛 .7 (M) 总 可 赋予 一 个 对 称 的 仿 射 连 
络 。 然 而 ， 在 稍 后 的 应 用 中 ， 我 们 需要 采用 服从 某 种 附加 条 件 的 
仿 射 连 络 。 因 为 在 某 些 情况 下 附加 的 限制 不 能 由 对 称 的 仿 射 连 络 
所 满足 ， 因 此 ， 我 们 不 仅仅 限于 讨论 对 称 的 仿 射 连 络 。 
如 果 铭 是 任 一 连 络 ， 从 连 络 符号 的 变换 规律 (9.5.35) 可 以 看 
到 ， 由 
dt 
Sa'=T hs—Tiy (9.5.50) 
定义 的 量 Sys' 满 足 张 量 的 变换 规律 。 于是， 我 们 可 用 它们 作为 分 
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量 来 定义 一 个 张 量 S， 称 为 连 络 多 的 挠 率 张 量 。 对 称 连 络 的 挠 率 
张 量 S 便 为 零 ， 故 对 称 连 络 又 称 无 挠 率 的 连 络 。 

连 络 多 的 曲率 张 量 R 和 挠 率 张 量 S 是 描述 连 络 性 质 的 重要 的 
景 ,它们 的 几何 意义 可 以 如 同 $7.9、$7.10 那 样 给 予 说 明 。 

最 后 我 们 指出 ， 在 .7(M 几 ) 中 引进 连 络 多 之 后 ,我们 就 可 以 通 
过 由 连 络 多 导出 的 平行 移动 比较 向 量 〈 或 张 量 ) 在 x 点 和 无 限 邻 
近 的 x+dx 点 的 值 ， 从 而 像 第 七 章 讨论 的 那样 引进 绝对 微分 和 协 
变 导数 的 概念 ， 这 里 就 不 再 重复 了 。 
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第 十 章 ”变形 体 非 协 调理 论 
的 理性 理论 


前 面 介绍 的 用 微分 几何 来 解决 缺陷 问题 的 理论 由 关于 晶 格 缺 
陷 的 几何 结构 获得 启发 ， 演 绎 地 建立 起 一 定 的 几何 构造 去 描述 位 
错 和 缺陷 的 连续 分 布 ， 给 出 了 能 简单 地 表示 复杂 关系 的 漂亮 形 
式 。 但 是 在 具体 做 法 上 各 家 的 手法 有 所 不 同 ， 而 且 引进 的 几何 构 
造 往 往 带 有 比较 明显 的 人 为 的 痕迹 。 理 性 力学 工作 者 试图 将 问题 
统一 地 考虑 ， 使 之 成 为 一 个 完整 的 数学 问题 。 更 重要 的 是 Noll， 
C, C. Wang 等 人 的 工作 已 经 显示 ， 一 旦 关于 物质 (主要 是 所 谓 
物质 上 同样 的 光滑 体 ) 的 本 构 假设 建立 起 来 ， 物 质 的 几何 结构 就 
完全 被 确定 了 。 于 是 ， 几 何 结构 是 理论 的 自然 结果 而 不 是 作为 理 
论 的 出 发 点 的 最 初 假设 。 当 然 ， 为 了 应 用 数学 工具 ， 又 添 进 了 光 
滑 性 等 一 些 局 限 ， 理 论 仍 有 待 进一步 完善 和 发 展 。 下 面 介绍 一 下 
描述 简单 物质 ， 主 要 是 弹性 物质 不 均匀 性 的 连续 统 理论 ， 它 给 出 
了 变形 体 非 协调 理论 的 一 个 理性 的 理论 框架 。 


810.1 简单 物质 


连续 统 力学 讨论 的 是 变形 体 的 运动 (和 变形 )。 可 以 测量 的 
基本 量 是 距离 和 时 间 间 隔 . 只 有 在 给 定 的 参考 标 架 〈 即 某 个 确定 
的 带 时 钟 的 观察 者 ) 下 才能 谈论 某 个 事件 的 位 置 〈 在 空间 的 和 时 
间 的 位 置 )。 这 种 带 时 钟 的 参考 标 架 称 为 “时 空 系 "， 记 为 卫 ， 它 
是 被 赋予 刚性 标 架 的 称 为 物理 空间 的 三 维 跑 氏 空间 DB 和 一 个 称 为 


.Bs 


时 间 的 一 维 欧 氏 空间 R 的 乘积 空间 
2=DxR, (10.1.1) 
为 了 确定 在 中 一 个 位 置 x， 我 们 可 用 一 个 笛 卡 尔 直角 坐标 
系 (x!)， 即 可 以 记 x 为 
x=0+x'e:, (10.1.2) 
这 里 0 和 (ej 是 笛 氏 坐标 系 的 原点 和 坐标 基 。 相 对 于 这 个 坐标 
系 ， 允 就 与 一 个 有 向 的 内 积 空间 尼 建 立 了 微分 同 胚 。 
连续 统 力 学 的 研究 对 象 是 数学 上 可 用 各 种 各 样 的 物质 流 形 表 
示 的 可 变形 的 物体 。 所 谓 物 质 流 形 .多 是 一 个 可 以 赋予 整体 坐标 系 
的 三 维 有 向 微分 流 形 。 利 用 在 史上 的 笛 氏 坐标 系 (xt) 我们 可 认为 
在 多 上 的 整体 坐标 系 给 出 了 从 多 到 外 的 一 个 (保持 定向 的 ) 微分 
同 胚 


(x) i 
X: g>R<—>D, (10.1.3) 


这 样 的 微分 同 胚 称 为 多 的 一 个 构 形 。 为 了 说 明 物体 .多 的 一 个 构 
形 ， 我 们 可 以 指定 由 每 一 个 物质 点 XEZB 所 占据 的 位 置 x 一 X(X) 
EP 的 坐标 (x')， 因 此 ， 有 了 时 也 形象 地 称 构 形 是 物体 .多 在 B 中 占据 
的 位 置 x 的 整体 。 
一 族 具有 单个 参 变数 1 的 构 形 Xi, tER 称 为 物体 .多 的 运动 ， 这 
里 1 表示 时 间 。 如 果 我 们 选 定 某 一 个 特定 的 构 形 k， 通 过 比较 k 和 X 
来 描述 物体 的 运动 ， 这 样 做 有 时 是 方便 的 。 这 个 特定 的 构 形 k 叫 
做 参考 构 形 。 如 果 用 CX4) 表 示 在 K( 头 ) 的 第 氏 坐 标 ， 即 
K: >R’, K(X)=(X4)=(X4X)), (10.1.4) 
(X40805 X 822, 
一 般 地 ， 任 一 构 形 都 可 用 从 k 到 X 的 一 个 坐标 变换 来 表示 
#=X:Kk-l:K(.#@)—>X(2), xt=xt(X4), 
i=1,2,3, (10.1.5》 
映射 中 称 为 从 构 形 K 到 构 形 X 的 变形 。x! 二 x'( 基 4)， i 二 1,2,3 是 变 
+ 216 + 


形 函数 。 因 此 ， 相 对 于 一 个 固定 的 参考 构 形 k，. 多 的 运动 也 可 以 
表示 成 具有 单个 参 变数 t 的 一 族 变 形 
Q= KKKC) >X), X=x!(X4, t). (0.1.6) 
从 (10.1.5) 式 看 到 ， 在 变形 gg 中，k (A) KHERA X R 
射 成 X(. 罗 ) 中 带 有 坐标 为 xt = xt (XA) 的 一 条 曲线 ， 这 条 曲线 的 切 
向 量 是 


-2 e= [gradb ]e,=Fe4. (10.1.7) 
我 们 把 由 上 式 定义 的 线性 切 映射 场 
F(X): T->T，Xek (9) (10.1.8) 


称 为 变形 梯度 场 ,上 式 中 了 表示 物理 空间 的 切 空间 , 从 (10.1.7) 知 
OT 


F = e,@e4, (10.1.9) 


这 里 9 是 64 的 对 偶 基 〈 当 e4 是 笛 卡尔 直角 坐标 系 的 基 一 一 单位 正 
交 基 时 ，84 和 84 实际 上 是 重合 的 ) 。 
物体 .多 直到 时 刻 + 的 运动 


Qar ai= XAS), 一 <s<t (10.1.10) 
称 为 物体 多 的 运动 历史 ， 而 
FED) = ecs<t (10.1.11 


称 为 变形 梯度 历史 ， 上 式 中 的 上 标 表示 当前 时 刻 为 1， Fins 
示 以 构 形 k 为 参考 构 形 。 

我 们 知道 ， 不 同 的 连续 介质 在 同样 的 外 载 区 作 用 下 的 力学 反 
应 随 材料 而 异 。 因此， 需要 引进 刻 划 材料 性 质 的 所 谓 “ 本 构 关 
系 "。 本 构 关系 是 材料 性 质 从 经 验 加 以 抽象 化 的 数学 表 现 ， 每 个 
本 构 关系 都 定义 了 一 种 理想 材料 。 为 了 保证 理论 的 正确 性 ， 建 立 
本 构 关系 要 遵循 一 定 的 正确 的 原理 ， 例 如 ` 
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(一 ) 确定 性 原理 ， 材 料 在 时 刻 + 的 行为 由 物体 在 该 时 刻 以 
前 的 全 部 运动 历史 所 确定 。 

(二 ) ”局 部 作用 原理 ， 物 体 典 型 点 下 在 时 刻 t 的 行为 只 由 该 
点 任意 小 邻 域 的 运动 历史 所 确定 。 

(三 ) 坐标 不 变性 原理 ， 本 构 关系 与 坐标 系 无 关 〈 采 用 张 量 
记 法 或 抽象 记 法 就 自然 满足 ) 。 

(四 ) 客观 性 原理 ， 本 构 关系 与 持 有 不 同时 钟 和 进行 不 同 运 
动 的 观察 者 无 关 。 或 者 说 ， 本 构 关系 对 于 作 刚 性 运动 的 参考 标 架 
具有 不 变性 (因而 也 叫 标 架 无 差异 原理 ) 。 

不 同 的 作者 还 提出 过 其 它 一 些 不 同 的 原理 。 我 们 下 面 仅 以 应 
力 和 运动 的 关系 为 例 作 一 些 讨论 。， 依 据 确定 性 原理 和 局 部 作用 原 
理 , 典型 点 X 在 时 刻 + 的 应 力 应 是 该 点 的 邻 域 从 无 限 远 过 去 到 现 
在 的 运动 历史 的 泛 函 ， 称 为 本 构 泛 函 。 为 使 讨论 简单 化 ， 我 们 只 
限于 讨论 Noll 称 为 简单 物质 的 一 类 理想 物质 。 对 于 简单 物质 ， 运 
动 的 历史 的 影响 只 通过 变形 梯度 的 历史 来 表示 。 因 此 ， 简 单 物质 
的 本 构 关 系 一 般 地 可 写成 

T(X,t)= G, (Fk(X,s)) = Gu(F4), 
— eso <s<t, (10.1.12) 
GRUX, s 为 参数 的 函数 Fi 的 泛 函 。 当 然 ， 为 了 满足 客 观 性 原 
理 ，(10.1.12) 中 的 泛 函 Gx 的 形式 还 要 受到 限制 ， 这 里 就 不 再 详 
细 讨 论 了 。 除 了 极 少 介质 外 ， 大 多 数 物质 属于 简单 物质 。 后 面 ， 
为 了 简化 ，' 我 们 还 进一步 局 限于 考虑 一 种 称 为 “弹性 体 ” 的 更 简 
单 的 理想 模型 。 这 种 模型 假设 (1) 存在 各 处 应 力 为 零 的 自然 状 
态 ， 初 始 构 形 就 取 在 自然 状态 上 ，(2) 材 料 的 力学 响应 只 与 相对 
于 自然 状态 的 当前 变形 状态 有 关 。 于 是 我 们 取 自然 状态 为 参考 构 
形 k， 本 构 关 系 将 只 依赖 于 当前 构 形 相对 于 的 变形 梯度 ， 即 
T(X,t)=G,(F<(X,D), G10.1.13y> 
此 时 应 力 T 仅 是 Fe(X,f) 的 函数 ， 称 为 本 构 函 数 。 在 § 10.1, 
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$ 10.2 我 们 仍 一 般 地 讨论 简单 物质 。 

既然 参考 构 形 k 是 可 以 任意 选 定 的 ， 我 们 考虑 从 一 个 参考 构 
形 K, 到 另 一 个 参考 构 形 K; 的 变换 。 设 X, 和 Xs 分 别 是 粒子 六 在 参考 
构 形 KJ 和 Kk。 上 的 位 置 


X,=x,(X), X,=xw,(X), (10.1.14) 
由 此 我 们 得 到 
2=K2(Ki'(X)) AX,). (10.1.15) 
关系 式 
ACX.) _ 8X 
P = aX, = aX: ° (10.1.16) 


给 出 了 由 参考 构 形 k: 到 参考 构 形 k: 的 变形 梯度 。 分 别 对 应 于 参考 
构 形 K, 和 Kk。， 运 动 (10 .1.6) 可 以 有 两 种 表示 : 


X= Xr (X1) = Xr (X,t). (10.1.17) 
Re 

F,= axo F= X (10.1.18) 
于 是 在 参考 构 形 的 变换 下 ， 变 形 梯度 的 变换 公式 是 

F=2X = aX :=F P. (10.1.19) 
我 们 用 关系 式 

Gn(F!)= Gu(FiP)=Gx,(F!) (10.1.20) 


来 定义 一 个 新 的 泛 函 Gk:， 它 是 以 k， 为 参考 构 形 的 本 物 泛 函 于 
是 本 构 关系 式 (10.1.12) 变 成 

TX, D =G (Fi). G0.1.21) 
这 表明 某 一 种 物质 如 果 对 于 一 个 参考 构 形 是 简单 物质 ， 那 么 对 于 
任意 的 参考 构 形 也 是 简单 物质 ， 即 简单 物质 的 定义 是 与 参考 构 形 
的 选择 无 关 的 。 然 而 ， 本 构 泛 函 Gu 和 Gu 的 形式 一 般 地 是 不 同 
的 ，(10.1.20) 式 给 出 本 构 泛 函 随 参 考 构 形 k 的 变换 而 改变 的 变 
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换 规律 。 
810.2 物质 的 对 称 性 


现在 考察 物质 点 头 的 两 个 运动 ， 假 设 它们 在 两 个 参考 构 形 
K 和 Kk。 上 给 出 的 变形 梯度 历史 可 用 同一 个 函数 F'=F:1 二 F; 来 表 
示 ， 并 且 假 定 简单 物质 对 这 两 个 运动 的 历史 给 出 完全 相同 的 应 
J, B 


TX, H) =Gu (F!) =Gx,(F!), (10.2.1) 
由 (10.1.20) 和 (10.2.1) 式 我 们 得 到 
G.(F'H)=G,(F9), (10.2.2》 


这 里 已 将 下 标 k 换 成 k， 且 H 表 示 从 K 到 这 个 特定 的 x, 的 变形 梯 
度 。 如 果 对 于 一 切 变形 梯度 历史 F:，(10.2.2) 式 都 成 立 ， 这 说 明 
从 参考 构 形 ki 到 参考 构 形 k: 的 变换 H 对 应 力 没有 任何 影响 。 因 
此 ， 不 能 通过 观测 应 力 来 确定 这 种 变换 的 存在 。 我 们 把 这 样 的 构 
形 k, 和 x: 称 为 是 “ 同 格 的 "。 应 该 注意 等 式 (10.1.20) 和 (10.2.1) 
的 意义 完全 不 同 ， 前 者 是 对 同一 个 运动 历史 相对 于 任意 两 个 参考 
构 形 的 本 构 证 函 Cu 和 Gx 之 间 的 恒等式 ; 后 者 中 同一 个 函数 F' 代 
表 相 对 于 两 个 参考 构 形 的 两 个 不 同 的 运动 历史 ， 等 式 仅 对 特定 的 
,和 K: 才 成 立 。 

下 面 证 明 ， 满 足 关系 式 (10.2.2) 的 H 的 集合 2 构成 一 个 群 ， 
群 的 乘法 运算 就 是 张 ERE. 首先 ， 设 Hi/、H,E9 ， 两 次 使 用 
(10.2.2) 式 得 到 

Gx«(F'HiH,)=Gxr(F'H,)=Gx«(F'), (10.2.3) 
HHH EZ. tX, WRH, H,, HEZ, M] 

Gk (F'H, (HH,)) =G (F'H,) = Gx (F'H,H,) 

=Gx(F'(HiH,)H,), (10.2.4> 
这 表明 群 的 运算 是 满足 结合 律 的 。 显 然 ， 便 等 变换 1 起 了 群 的 单 


+ 220 + 


位 元 的 作用 。 BUR, Ba T3k3BHEdESr 589, W3 量 H-1 唯一 存 
在 。 对 任意 给 定 的 变形 梯度 历史 Fi, F'=F:!H-1 也 是 一 变形 梯度 
历史 ， 由 HEZ 和 (10.2.2) 式 应 有 
G. (Ft) =Gx(F:H) (10.2.5) 
即 
Gu(F'H-D 王 Gk(F2) ， (10.2.6) 
这 表明 H-:E.9 正 是 H 在 多 中 的 逆 元 。 这 样 就 证 明了 满足 关系 式 
(10.2.2) 的 H 的 集合 的 确 构 成 一 个 群 。 一 般 地 ， 这 个 群 与 参考 
构 形 k 有 关 ， 所 以 用 «来 表示 ， 称 为 的 “ 同 格 群 ”。 
属于 同 格 群 的 参考 构 形 的 变换 H 应 是 一 种 等 容 变换 。 事实 
上 ， 如 果 HEZBx， 则 H"E Bn。 将 (10.2.2) 进 行 n 次 运算 得 到 
Gx(F) = Gx(F'H"), 0.2.7) 
”上 式 对 任意 正 整数 n 都 成 立 ， 从 (10.1.20) 知 Gk(F'H") 表 示 了 从 
k 经 过 H" 变 换 得 到 的 参考 构 形 ks 上 的 应 力 。 如 果 特 别 地 取 F' 一 1， 
得 到 
Gxk(l)=Gx,(D., (10.2.8> 
假如 通过 变换 H 体 积 发 生 了 变化 ， 这 表明 构 形 ks 和 k 相 比较 体积 
旺 膨胀 或 收缩 状态 。 关 系 式 (10.2.8) 却 表示 在 经 过 任意 多 次 的 脱 
胀 或 收缩 得 到 的 构 形 ks* 和 原来 构 形 K 上 的 应 力 是 相同 的 ， 这 显然 
是 与 人 们 的 常识 相 违背 的 。 因 此 只 能 假定 
ldetH|=1, (10.2.9) 
即 通过 H 不 发 生体 积 变化 。 所 以 ， 同 格 群 的 元 必须 是 等 容 变形 。 
可 以 证 明 保持 体积 不 变 的 变形 梯度 的 集合 也 构成 一 个 群 ， 称 为 
“ 么 模 群 ”SZL(3)。 同 格 群 一 定 是 么 模 群 的 子 群 ，GwCSL(3)。 
下 面 讨论 正 交 张 量 Q 属于 同 格 群 gx 的 条 件 。 假 定 正 交 张 量 
《EDx， 则 其 逆 元 Q-: 一 Q? 也 属于 gx。 在 关系 式 (10.2.2) 中 以 
Qz 代 换 H， 以 QF' 代 换 F' 得 到 
Gr(QF‘Q”)= Gx(QF!) (10.2.10) 
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田 一 方面 ， 由 客观 性 原理 知 ， 对 任意 的 正 交 张 量 Q， 本 构 关系 
10.1.12) 应 满足 


Gr(QF) =QGx(F)Q”, (10.2.11) 
尼 较 (10.2.10) 和 (10.2.11) 得 到 
G (QF:'0*)=QGx,(F5) 0”. (10.2.12) 


上 式 是 正 交 张 量 Q 属于 同 格 群 2: 的 必要 条 件 。 可 以 证 明 它 还 是 
充分 条 件 。 事实 上 ， 设 对 于 任意 变形 梯度 历史 F'(10 .2.12) 成 立 。 
以 F'Q? 代 换 恒 等 式 (10.2.11) 中 的 F' 得 到 


Gx(QF'0*)=QGx(F:Q7)Q”, (10.2.13) 
北 较 (10.2.12) 和 (10.2.13) 得 到 
Gx(Ft)=Gx(F:!0”), (10.2.14) 


ERRAUEZ, BD QE.gx。 因 此 正 交 张 量 QE 9 的 充分 必要 条 件 
是 对 于 所 有 的 F'，(10.2.12) 式 成 立 。 
显然 ， 单 位 张 量 1 和 反 演 张 量 一 ! 是 正 交 张 量 且 满 足 
《10.2.12) 式 ， 它 们 必然 是 一 切 同 格 群 的 元 。 反 演 张 量 一 1 属于 同 
格 群 这 个 事实 表明 ， 即 使 将 时 空 系 由 右 ( 左 ) 手 系 变换 为 左 〈 右 ) 
手 系 ， 应 力 不 变 。 如 果 物 质 不 再 具有 {1, 一 上 } 之 外 的 同 格 群 元 素 ， 
它 就 是 具有 最 小 对 称 性 的 物质 。 这 时 的 同 格 群 {1, 一 上 } 称 为 “三 
斜 群 ”、 任 何 同 格 群 都 处 于 “三 斜 群 ”与 “ 么 模 群 ”之 间 ， 即 有 
{1,—l} EPE SL¿(3), (10.2.15) 
根据 等 容 变形 的 条 件 (10.2.9)， 同 格 群 的 元 可 分 为 detH= 
十 1 和 detH= 一 1 两 种 情况 。 前 者 的 集合 9;! 可 组 成 9 的 一 个 子 
群 ， 后 者 可 表示 为 前 者 与 反 演 张 量 的 积 ， 即 9 一 一 1x 9+， 而 
-gxk 有 下 面 的 直 积 表示 
gx 一 人 一 个 x Zt. (10.2.16) 
同 格 群 是 在 一 点 的 物质 性 质 对 称 性 的 表现 ， 对 称 性 随 着 物质 
变形 而 变化 ， 因 此 ， 同 格 群 是 依赖 于 参考 构 形 的 。 下 面 我 们 探求 
.9x 随 k 的 变化 规律 。 以 F'P-:! 代 换 本 构 泛 函 变换 律 (10.1.20) 中 的 
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F'， 得 到 
Gu (F)=Gu (FP), (10.2.17) 
由 此 可 知 ， 将 参考 构 形 由 ki 变换 到 k:， 变 形 梯度 历史 则 从 F: ER 
到 F'P-:， 这 里 P-: 是 从 k: 到 ki 的 变形 梯度 ， 现 在 设 HE ga, WA 
Gu (F!P-1)=G, (Ft)=Ga(F'H)=Ge<x(F!HP-`1), 


(10,2,18) 
将 式 中 F! 换 为 Fp 得 到 
Gu (F) = Gu(F'PHP-!)., (10.2.19) 
这 个 关系 式 表明 
PHP -'€2,,, (10.2.20) 
因此 ， 通 过 参考 构 形 的 变换 得 到 的 同 格 群 的 变换 规律 为 
Geo 一 PuP-。 (10.2.21) 


根据 群 论 的 定理 可 以 证 明 ， 对 于 任意 非 奇 异 变换 P, AERAR 
个 满足 
g=P 9P (10.2.22) 
BJ 3844, AREZEHY l, —IMARESLG). MUERE 
为 同 格 群 的 物质 是 具有 最 小 对 称 性 的 物质 ， 而 以 么 模 群 为 同 格 群 
的 物质 是 具有 最 大 对 称 性 的 物质 。 上 式 表明 ， 具 有 这 两 种 极端 对 
称 性 的 物质 ， 而 且 只 有 这 两 种 物质 ， 不 管 怎样 变形 ， 其 对 称 性 不 
会 增 减 。 
我 们 可 以 应 用 同 格 群 对 简单 物质 进行 分 类 。 首 先是 各 向 同性 
的 概念 ， 按 常识 来 说 ， 所 谓 各 向 同性 物质 就 是 物质 性 质 不 随 方向 
变化 的 物质 。 因 此 ， 不 论 参考 构 形 如 何 旋转 ， 本 构 方程 都 应 是 一 
样 的 。 这 说 明 所 有 正 交 张 量 都 必须 是 同 格 群 的 元 。 所 有 正 交 张 量 
《这 里 包括 旋转 与 反 演 ) 的 集合 也 构成 一 个 群 ， 称 为 “ 正 交 群 "， 
记 作 2。 因 此 ， 我 们 可 以 定义 ， 如 果 能 够 选取 某 个 参考 构 EK, 
使 得 关系 
DDE (10.2.23) 
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成 立 ， 此 时 称 物质 是 “各 向 同性 的 "。 而 这 个 参考 构 形 K 称 为 “各 
向 同性 物质 的 无 至 斜 状态 ”。 可 以 看 出 ， 即 使 对 各 向 同性 物质 ， 
由 于 没有 选取 适当 的 参考 构 形 ， 也 可 以 有 不 满足 关系 (10.2.23) 
的 情况 ， 此 时 ， 对 于 那个 参考 构 形 来 说 ， 物 质 就 不 再 是 各 向 同性 
的 了 。 而 那些 无 论 怎样 选取 参考 构 形 ， 关 系 式 (10.2.23) 都 不 成 
立 的 物质 ， 我 们 称 作 各 向 异性 的 。 
如 果 K1 是 各 向 同性 物质 的 一 个 无 至 和 斜 状态 ， 即 

DDE, (10.2.24) 
我 们 从 Ki 出 发 经 过 任意 正 交 变换 得 到 参考 构 形 k:， 易 证 k: 也 是 一 
HEERS. EXE, ERES, RP 是 从 ki 到 K, 的 正 交 变 
换 ， 即 PEC ，P-: 王 PrEw ， 故 


P?QPeZcC2u。 (10.2.25) 
由 同 格 群 的 变换 规律 (10.2.21) 知 
Q=P(P7QP)P- EIn, (10.2.26) 


由 Q 的 任意 性 知 
@C Z, (10.2.27) 
所 以 Ks 也 是 另 一 种 无 牌 斜 状态 。 
综合 (10.2.15) 和 (10.2.23) 式 我 们 知道 ， 各 向 同性 物质 的 同 
格 群 必须 满足 


CCDSSL(3). (10.2.28) 
由 群 论 的 知识 可 以 证 明 ， 满 足 上 述 关 系 的 群 只 有 二 种 ; 
Bn 二 5 或 Bx 二 SL(3)， (10.2.29) 


因此 ， 各 向 同性 物质 的 同 格 群 只 可 以 是 正 交 群 或 么 模 群 。 
另 一 种 简单 物质 是 “固体 ”。 按 常识 来 讲 ， 固 体 是 一 种 能 抵 
抗 形状 变化 即 非 正 交 变 形 的 物质 ， 因 此 固体 的 同 格 群 不 应 包含 非 
正 交 变形 。 严 格 地 说 ， 所 谓 “ 固 体 ” 是 存在 着 可 将 其 同 格 群 变换 
为 正 交 群 的 子 群 的 参考 构 形 k 的 物质 
DCF., (10.2.30) 
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这 样 的 参考 构 形 K 称 为 “固体 的 无 息 斜 状态 ”。 于 是 对 于 固体 应 
有 
1 一 和 CSxCe。 (10.2.31) 
群 论 的 知识 表明 ,在 2 内 存在 12 种 真子 群 ,它们 分 别 对 应 于 11 种 各 
向 异性 晶体 和 一 种 自然 界 中 没有 的 ,人工 合 成 的 非 各 向 同性 的 “ 横 
向 同性 "晶体 。 对 于 各 向 同性 固体 ,由 (10.2.23) 和 (10.2.30) 必 有 
Dr=0, (10.2.32) 
这 时 的 构 形 既 属于 各 向 同性 的 无 牌 斜 状态 ,也 属于 固体 的 无 丕 斜 
状态 。 

按 常 识 来 讲 ，“ 流 体 ” 是 只 要 有 剪 切 应 力作 用 ， 就 可 以 随意 
变形 的 物质 ， 即 在 体积 一 定 的 条 件 下 ， 无 论 参考 构 形 如 何 变化 ， 
本 构 泛 函 都 应 是 一 样 的 。 因 此 ， 严 格 地 说 ， 在 同 格 群 不 受 参 考 构 
形变 换 影响 的 物质 中 ， 非 固体 的 物质 叫做 “流体 ”。 前 面 已 经 提 
到 ， 只 有 二 种 群 ， 三 斜 群 和 人 么 模 群 在 任意 参考 构 形 的 变 换 下 不 
变 。 根 据 条 件 (10.2.30) 同 格 群 为 三 斜 群 的 物质 是 固体 ， 因 此 ， 
流体 的 同 格 群 是 么 模 群 : 

g=SL(3), (10.2.33) 
再 由 条 件 (10.2.23) 知 流体 是 各 向 同性 物质 ， 而 各 向 同性 物质 只 
有 流体 和 各 向 同性 固体 两 种 。 

除了 上 面 提 到 的 流体 和 固体 以 外 ， 对 有 些 物质 ， 不 管 怎样 选 
取 参 考 构 形 ， 它 的 同 格 群 既 不 能 成 为 正 交 群 的 子 群 ， 也 不 能 整个 
地 包含 正 交 群 ， 即 对 一 切 k， 有 使 下 列 关系 成 立 的 场合 ， 

DAS, ° (10.2.34) 

DDC. (10.2.35) 
同 格 群 满足 条 件 (10.2.34) 和 (10.2.35) 的 物质 叫做 “ 流 晶 ”。 对 
于 这 种 物质 ， 按 条 件 (10.2.34) 存在 属于 同 格 群 的 伴随 形状 改变 
的 变形 ， 这 是 流体 的 性 质 ， 反之 ， 按 条 件 (10.2.35) 又 有 不 属 
于 同 格 群 的 正 交 变 换 存 在 ， 这 又 是 各 向 异性 固体 的 性 质 。 可 见 ， 
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这 种 物质 的 性 质 部 分 地 是 流体 的 ， 部 分 地 是 Bj k 的。 对 此 种 物 
质 ，Truesdell 给 了 “ 流 晶 ” 的 名 称 ，C. C. Wang 称 之 为 准 流 
体 ，Coleman 称 之 为 简单 液晶 。C. C. Wang 和 Coleman 都 证 明 
了 流 晶 的 存在 ， 前 者 还 把 流 晶 分 成 14 种 类 型 。  ， 

土 面 讨论 的 按 同 格 群 对 简单 物质 的 分 类 可 用 图 10-1 KER. 
图 中 中 心 一 点 表示 三 斜 群 {1, 一 上 }， 一 切 同 格 群 都 必须 包含 着 它 。 
最 大 的 圆 表示 么 模 群 SL(3)， 一 切 同 格 群 都 包含 于 其 中 。SL(3)》 
内 的 斜 线 部 分 为 正 交 群 。 在 SLO) M e 之 间 再 不 存在 同 格 
群 。2Z 之 中 含有 12 种 同 格 群 ， 它 们 对 应 于 12 种 各 向 异性 固体 。 流 
晶 的 同 格 群 既 不 包含 Z ， 也 不 完全 被 包含 于 2 之 中 。 


在 上 一 
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各 向 同性 固体 D=O 
HED = SL (3) l 三 全 晶体 
D={1, -IF 


1 Ñ 
Ra 各 向 异性 固体 
DDO, De DO 

图 10-1 ARAR 
810.3 物体 的 同样 性 和 均匀 性 


节 我 们 只 着 限于 物体 中 的 一 个 粒子 ， 考 察 了 在 单个 粒 


子 的 任意 小 邻 域内 的 本 构 泛 函 和 同 格 群 ， 后 者 反映 了 物质 性 质 的 
对 称 性 。 如 果 考虑 到 物体 .多 的 整体 ， 就 产生 了 构成 该 物体 的 粒子 


是 否 相同 的 物质 这 样 的 问题 了 。 
取 物 体 中 的 二 个 粒子 苹 , 和 六 ,, 设 它们 的 参考 构 形 分 别 是 K, 和 

K, 

X,=x,(X,), X,=x,(X.). (10.3.1) 
这 里 已 假设 所 选取 的 参考 构 形 能 使 两 个 粒子 的 密度 相同 ， 即 

Pri(X1) =pa(X.). (10.3.2) 
又 设 两 个 粒子 的 本 构 泛 函 分 别 是 Gr,(F',X1) 和 Gr,(F',X,)。 我 
们 考察 能 适当 选取 Kk, 和 *, 使 得 对 一 切 变 形 历史 F' 都 得 到 同一 响应 
的 情况 ， 即 

Ga (F, Xi) = Gx,(F',X,). (10.3.3) 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 能 通过 应 力 的 观测 来 区 别 这 两 个 粒子 。 因 
此 ， 我 们 可 以 断定 这 两 个 粒子 是 “同样 的 物质 ”。 这 样 ， 如 果 存 
在 局 部 参考 构 形 kx 和 kx， 使 得 粒子 六 相对 于 Kx 的 本 构 沁 函 与 粒 
子 了 相对 于 kr 的 本 构 泛 函 对 一 切 变形 历史 F 都 一 样 ， 则 和 和 了 两 
个 粒子 称 为 是 “物质 同 构 的 ”。 人 复合 映射 

T(X,7) 一 kzlokx (10.3.4) 
是 从 关 的 邻 域 到 了 的 邻 域 的 一 个 映射 ， 称 为 和 了 的 一 个 物质 同 
构 。Kx 和 KY 称 为 一 对 物质 同 构 参考 构 形 。 如 果 构 成 物体 多 的 全 部 
粒子 每 两 个 一 组 都 是 互 为 物质 同 构 的 ， 则 称 .多 为 由 “同样 的 ” 
《uniform) 物质 组 成 的 ， 简 称 物质 上 同样 的 。 

我 们 看 到 ， 要 使 物体 是 同样 的 ， 不 需要 存在 覆盖 整个 物体 .多 

的 单 一 的 参考 构 形 。 但 是 ， 作 为 特例 可 以 有 这 样 的 情况 ， 具 有 同 
样 性 的 物体 的 全 部 粒子 只 通过 一 个 参考 构 形 k 就 两 两 互 为 物质 同 
构 ， 这 时 本 构 泛 函 Gx 就 与 粒子 无 关 。 这 样 的 物体 被 称 为 是 “均匀 
的 ”(homogeneous)。 这 时 的 参考 构 形 k 称 为 均匀 构 形 。 如 果 物 
: 体 是 均匀 的 ， 必 定 是 同样 的 ， 可 是 ,同样 的 物体 未 必 是 均匀 的 。 
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应 该 注意 ,即使 是 一 个 均匀 物体 ， 可 以 有 均匀 构 形 ， 也 可 以 
有 非 均匀 构 形 。 事 实 上 ， 设 K 是 多 的 一 个 均匀 构 形 ， 那 么 从 本 构 
泛 函 的 变换 规律 (10 .1.20) 看 出 ，. 多 的 另 一 个 构 形 K 也 是 均匀 
的 ， 当 且 仅 当 对 一 切 变形 历史 F' 和 一 切 X，YEK(. 罗 )， 

Gk(FK(X)，X) 王 Gx(FKCY)，Y) (10.3.5) 
恒 成 立 ， 这 里 K 表示 从 到 KR 的 变形 梯度 。 比 较 (10 .3.5) 和 同 格 
群 的 定义 (10.2.2) 我 们 看 到 ，(10.3.5) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 对 
所 有 X，YEk(. 罗 ) 

KOOK(Y)'EZ«, (10.3.6) 
这 里 Zr 表示 8 10.2 引进 的 相对 于 < 的 同 格 群 。 如 果 K 不 满足 条 ' 
件 (10.3.6)， 那 么 K 就 是 多 的 一 个 非 均匀 构 形 。 在 这 样 的 一 个 构 
形 中 ， 物 体 各 点 的 本 构 泛 函 不 再 是 完全 一 样 的 了 。 当 然 ， 如 果 【K 
是 k(. 罗 ) 上 的 一 个 常 张 量 场 ， 即 当 从 k 到 KE 的 变形 中 一 Kek-:!: 是 与 点 
无 关 的 . 那么 条 件 (10.3.6) 一 定 满 足 。 也 就 是 说 ， 从 均匀 构 形 经 
过 通常 意义 下 的 均匀 变形 得 到 的 新 构 形 总 是 均匀 构 形 。 然 而 ， 如 
果 x 是 一 个 很 大 的 群 ， 那 么 仍然 可 能 存在 某 种 非 均 匀 变形 ， 它 
同样 满足 (10.3.6) 式 , 例如 ， 对 于 简单 流体 ， 多 = 二 SL(3)， 那 么 
不 管 K 是 否 常 张 量 场 ， 只 要 K 是 等 容 的 ， 条件 (10.3.6) 总 是 成 立 
的 ， 也 就 是 说 ， 与 均匀 流体 的 均匀 构 形 等 容 的 所 有 构 形 都 是 均匀 
构 形 。 

如 果 给 定 了 .多 的 一 个 均匀 构 形 ， 那 么 我 们 可 以 通过 验证 条 件 
(10.3.6) 来 确定 另 一 个 构 形 K 是 否 也 是 均匀 的 。 然 而 反 过 来 ， 如 
果 只 是 给 定 了 一 个 非 均匀 构 形 KEK， 例 如 说 相对 于 K 的 本 构 泛 函 是 

T(X,t)=G,(F:, X), (10.3.7) 
我 们 很 难 判断 由 变形 $= oK :产生 的 另 一 个 构 形 k 是 否 均匀 的 。 
从 本 构 泛 函 的 变换 规律 (10.1.20) 我 们 知道 ， 如 果 < 确实 是 均 钙 
构 形 ， 那 么 $ 的 变形 梯度 K 必 须 对 一 切 X,YEK (. 罗 ) 和 所 有 变形 历 
史 F' 都 满足 条 件 
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Gz(F'K(X), X)=G,(F:K(Y), Y). (10.3.8) 
因为 K 是 非 均 匀 构 形 ， 泛 函 Gx 的 表达 式 是 依赖 于 点 的 ， 即 一 般 地 
Gi, OMGE, Y) 的 形式 是 不 一 样 的 。 因 此 ， 我 们 很 难 从 
(10.3.8) 得 到 类 似 于 (10.3.6) 那样 比较 简单 的 结果 。 如 果 
(10.3.8) 没 有 解 (不 存在 满足 (10.3.8) 的 K)， 那 么 .Z 将 是 一 个 非 
均匀 的 物体 。 对 这 样 的 物体 ， 所 有 的 构 形 都 是 非 均匀 的 。 
同样 的 但 非 均匀 的 物体 可 以 看 成 对 应 于 物理 上 具有 “位 错 ” 
或 “缺陷 ”的 物体 。 我 们 回 过 头 来 考察 一 下 关系 式 (10.3.3)。 为 
了 使 在 k: 与 k: 不 相同 时 粒子 Xi 和 X: 有 相同 的 本 构 响 应 ， 首 先 必须 
给 X: 进 行 不 同 于 X: 的 变形 。 一 般 来 说 ， 要 使 同样 的 、 但 不 均匀 的 
物体 的 各 个 粒子 有 相同 的 响应 ， 必 须 分 别 给 各 个 粒子 以 不 同 的 变 
É. 为 此 ， 连 续 连接 的 物体 被 分 割 成 许多 碎 块 ， 必 须 给 各 个 碎 块 
以 适当 的 变形 。 这 样 的 结果 ， 使 得 物体 再 也 不 可 能 连接 成 连续 介 
质 了 。 这 种 情况 ， 和 在 前 面 讨论 过 的 含有 “位 错 ” 或 “缺陷 ”的 
物质 的 非 协 调 变形 是 完全 类 似 的 。 从 本 章 前 三 节 的 讨论 我 们 已 经 
看 到 ， 根 据 理性 力学 的 观点 ， 物 质 的 对 称 性 、 同 样 性 和 均匀 性 的 
概念 都 是 从 对 本 构 响 应 的 研究 引进 的 。 同 样 地 ， 对 与 连续 分 布 位 
错 对 应 的 非 均匀 性 的 研究 也 应 从 与 本 构 响 应 相 联系 的 物质 结构 来 
考察 ， 这 就 是 我 们 下 面 要 引进 的 物质 切 从 和 物质 连 络 的 概念 。 


§10.4 物质 上 同样 的 光滑 弹性 体 


为 简单 起 见 ， 从 本 节 起 我 们 只 讨论 弹性 体 。 当 然 整 个 讨论 可 
以 很 自然 地 推广 到 简单 物质 。 在 S 10.1 中 我 们 已 经 定义 ， 物 体 .多 
的 一 个 构 形 是 从 多 到 物理 空间 @ 的 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 

X: Z>P, (10.4.1) 
类 似 地 ， 物 体 点 XE. 多 的 一 个 局 部 构 形 是 指 从 切 空间 .Zr 到 物理 雪 
空间 7 的 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 ， 
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Rx: @#x>T, (10.4.2) 
HA, MEX FE REDRA X xB EAX IA RBE, 
HUB, HAEUXA, -ARAH Bx 都 可 理解 成 某 个 构 形 X 的 
导出 线性 切 映 射 ， 即 

hx 一 Xxx。 (10.4.3》 
然而 ,一 个 在 多 上 给 定 的 局 部 构 形 场 L〈 即 对 每 一 点 XE.Z, 上 的 
值 是 站 点 的 局 部 构 形 )〉 不 一 定 是 菜 个 构 形 的 导出 切 映射 场 ( 梯 
度 )， 除 非 它 满足 一 定 的 相 容 条 件 。 

如 果 对 .多 的 每 个 构 形 X， 在 X(X) 点 的 应 力 张 量 T 由 在 头 的 导 

出 局 部 构 形 Xxx 唯 一 确定 ， 

T=G(Xxxr, X), (10.4.4) 
则 XX 称 为 .2 的 弹性 点 ,，G 现 在 只 是 Xxx 的 函数 ， 称 为 本 构 函 数 。 如 
果 罗 的 所 有 点 都 是 弹性 点 ， 那 么 .多 称 为 弹性 体 。 自 然 ， 本 构 方 程 
《10.4.4) 还 应 满足 客观 性 原理 ， 这 意味 着 对 C 的 形式 要 加 上 某 些 
限制 ， 这 里 就 不 再 详细 讨论 了 。 

现在 ， 我 们 选 定 某 个 点 元 的 一 个 局 部 构 形 vx 作 为 局 部 参考 构 

形 ， 那 么 ， 半 的 任 一 局 部 构 形 上 x 都 可 以 表 成 vx 和 从 vx 到 hx 的 变 
形 梯度 F= 上 xevz! 的 复合 

bx 一 Fovx。 (10.4.5) 
因为 在 给 定 vx 之 后 ，Hx 和 F 可 通过 上 式 建立 起 1-1 对 应 ， 因 此 ， 
本 构 关系 (10.4.4) 可 改写 成 

T=Hv,(F, X), (10.4.6) 
Hv 称 为 相对 于 vx 的 响应 函数 ， 一 般 而 言 ， 它 是 依赖 于 vx MX 
的 ， 在 这 里 我 们 已 加 注 下 标 vx 和 把 XX 列 入 自 变量 中 以 强调 这 种 依 
HE. JAG0.4.5) 8840182] CRI H, , 的 关系 是 

Hyx (hxoVvi',X)=G(hx,X). (10.4.7) 
H 8 10.2 我 们 知道 ， 如 果 存 在 .多 的 一 个 参考 构 形 k 使 得 相对 于 导 
击 局 部 参考 构 形 kx 的 响应 函数 在 整个 .多 上 与 点 无 关 ， 这 时 .9 称 为 
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均匀 的 。 满 足 这 样 的 条 件 的 参考 构 形 k 称 为 均匀 构 形 。 如果. 多 是 
非 均匀 体 ， 那 么 它 不 具有 任何 均匀 构 形 ， 相 对 于 任 一 参考 构 形 的 
响应 函数 都 必须 依赖 于 位 置 剑 了。 为 了 能 用 上 一 章 介绍 的 数学 工 
具 ， 我 们 考虑 一 类 被 称 为 物质 上 同样 的 光滑 弹性 体 的 非 均 匀 体 。 
我 们 假定 它 的 响应 函数 满足 下 面 的 物质 同样 性 和 光滑 性 的 两 个 基 
本 条 件 ， 

(1) 物质 同样 性 要 求 ， 从 § 10.3 我 们 已 经 知道 ， 物 体 .多 称 
为 物质 上 同样 的 ， 如 果 它 的 所 有 粒子 每 两 个 一 组 都 是 物质 同 构 
K. FE, IMEKS, HER X AYES, EEDA 
构 T( 和 ,了 ) 


I(X,Y): #x—>.Zv, (10.4.8) 
使 得 对 在 了 的 所 有 局 部 构 形 mr 都 有 
G(mnrÁl(X,YV),X)=G(nr,Y), (10.4.9) 


由 (10.4.7) 我 们 有 下 面 等 价 的 叙述 ， 弹 性 体 .2 称 为 物质 上 同样 
的 ， 如 果 对 任意 的 了 X 和 YE.ZB， 都 存在 局 部 参考 构 形 vx 和 vr， 使 
得 在 基点 相对 于 vx 的 响应 函数 旦 x《F, 半 ) 和 在 了 点 相对 于 vr 的 响 
应 函数 了 ww(F, 了 ) 对 一 切 变形 梯度 都 是 一 样 的 

Hv (F,X)=Hyv, (F,Y). (10.4.10) 
BAH OXY), 

了 (大 了 ) 三 vzloevr (10.4.11) 
是 从 七 到 了 的 一 个 物质 同 构 。 按 物理 解释 ， 一 个 物体 是 物质 上 同 
样 的 ， 至 少 就 物质 的 力学 响应 而 言 ， 它 是 仅 由 同一 种 物质 组 成 
的 。 我 们 还 称 满 足 条 件 (10.4.10) 的 局 部 参考 构 形 vx 和 vz 为 六 和 
了 的 一 对 物质 同 构 参考 构 形 。 

现在 ; 令 多 是 满足 上 述 条 件 的 物质 上 同样 的 弹性 体 ， 显 然 ， 

我 们 可 以 把 物质 同 构 参考 构 形 的 概念 推广 到 .多 中 多 于 两 个 点 的 蘑 
个 点 集 上 去 。 特 别 地 ， 设 U 是 多 的 一 个 子 物体 ，v 是 在 U 上 的 一 
个 局 部 参考 构 形 场 。 那 么 ，v 称 为 U 的 一 个 物质 参考 构 形 场 ， 如 
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果 v 在 U 上 任意 两 点 X 和 了 的 值 vx 和 vz 都 是 一 对 物质 同 构 参考 构 
形 。 于 是 ， 一 个 弹性 体 .2 是 物质 上 同样 的 ， 当 且 仅 当 它 可 以 被 赋 
予 一 个 整体 的 物质 参考 构 形 场 。 

U 的 物质 参考 构 形 场 不 是 唯一 的 。 因 为 从 (10.4.11) 我 们 知 
iË, U 的 一 个 局 部 参考 构 形 场 v 是 物质 参考 构 形 场 ， 当 上 且 仅 当 对 
所 有 ，YEU， 由 v 在 X 和 了 的 值 组 成 的 复合 映射 vzlsvx EAX 
到 了 的 物质 同 构 。 于 是 ，U 的 一 个 物质 参考 构 形 场 可 以 如 下 给 
出 ， 设 Vx 是 U 的 一 个 固定 点 XEU 的 任意 固定 的 一 个 局 部 参考 构 
形 ，I(X, 了 ) 是 从 X 到 U 上 任意 一 点 VEU 的 任意 选 定 的 一 个 物质 
同 构 由 物质 同样 性 ， 这 样 的 物质 同 构 一 定 存在 )， 那 么 

VraVvxol(X,Y)-!, YeU (10.4.12) 
给 出 U 上 的 一 个 物质 参考 构 形 场 ， 由 此 可 见 ， 这 样 的 物质 参考 构 
形 场 的 建立 可 以 有 很 大 的 任意 性 。 在 上 面 的 定义 中 ， 我 们 未 要 求 
v 是 L/ 的 某 个 参考 构 形 的 梯度 。 事 实 上 ，v 甚 至 不 必 是 光滑 的 。 如 
果 v 是 光滑 的 ， 那 么 称 v 是 U 上 的 一 个 物质 卡 ， 记 为 (U ,v)。 由 于 
光滑 性 仅 是 局 部 的 性 质 ， 我 们 可 以 用 下 述 条 件 来 描述 本 构 响应 的 
光滑 性 。 

(2) 光滑 性 要 求 ， 对 每 个 XE.9， 总 存在 无 的 一 个 邻 域 U3 
也 ， 在 U 上 可 赋予 一 个 物质 卡 。 

满足 上 述 两 个 基本 要 求 的 弹性 体 叫做 物质 上 同样 的 光滑 弹性 
体 。 它 就 是 我 们 后 面 讨论 的 对 象 。 按 物理 解释 ， 这 样 的 弹性 体 是 
由 具有 相同 的 力学 响应 的 同一 种 物质 组 成 的 ， 而 且 力学 响应 在 物 
体 上 是 光滑 分 布 的 。 

尽管 物体 .多 的 一 个 子 物体 [上 的 物质 参考 构 形 场 总 可 以 按 
多 种 方法 扩展 成 多 的 整体 物质 参考 构 形 场 ( 由 于 .多 满足 物质 同样 
ERR), BÆ, U 的 一 个 物质 卡 一 般 地 不 一 定 能 扩展 成 物体 .多 
的 整体 物质 卡 ， 因 为 光滑 性 条 件 是 严格 局 部 的 。 一 般 而 言 ， 一 个 
物质 上 同样 的 光滑 弹性 体 不 必 具 有 一 个 整体 物质 卡 。 整 体 物质 卡 
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的 不 存在 使 我 们 不 得 不 引进 类 似 于 微分 流 形 的 坐标 图 集 那 样 的 物 
质 图 集 。 下面 我 们 解释 一 下 这 一 概念 。 
假设 U 和 D 是 .多 的 两 个 子 物体 ，(U ,v) 是 U 上 的 一 个 物质 卡 ， 
而 (D,V) 是 0 上 的 一 个 物质 卡 。 我 们 称 (U,») 和 (DZ ,V5) 是 相 容 的 、 
如 果 在 U 和 如 的 公共 点 上 它们 相应 的 相对 响应 函数 了 Hy 和 Hs 是 一 
样 的 上面 的 定义 已 经 隐 含 ， 如 果 U 和 0 不 相交 ， 那 么 它们 上 面 
的 物质 卡 总 被 认为 是 彼此 相 容 的 。 假设 子 物体 U 和 D0 相交， 那么 
显然 ，(U,v) 和 (D,5) 是 相 容 的 ， 当 且 仅 当 对 任 一 点 XEU n U 
(也 就 是 说 对 所 有 点 XEU 0 U) 都 有 
Trov EIv; (10.4.13) 
这 里 9vzx 是 在 $ 10.22E XKE HX 286 32313 v 的 同 格 
群 。 
一 个 由 物体 .多 的 彼此 相 容 的 物质 卡 组 成 的 最 大 集合 
A ={(Ua, Va), a€ly (10.4.14) 
称 为 物体 .多 的 物质 图 集 。 这 里 1 是 一 个 指标 集合 ，(U。,vo) 表示 
子 物 体 U。 上 的 物质 卡 。 由 极 大 性 和 前 面 提 及 的 光滑 性 条 件 可 知 ， 
集合 {Ua aE 必定 构成 物体 .多 的 一 个 开 覆 盖 
y, U=. (10.4.15) 


我 们 可 以 证 明 ， 对 于 物质 上 同 祥 的 光滑 弹性 体 ， 这 样 的 物质 图 集 
是 存在 的 。 PEE, SUs PENES 的 一 个 开 材 盖 ， 以 致 每 个 
U, 都 可 被 赋予 一 个 物质 卡 (Up,hp)。 由 物质 上 同样 的 光滑 弹性 
体 的 光滑 性 条 件 (2) ， 这 样 的 开 覆 盖 总 是 存在 的 。 现 在， 我 们 园 
定 一 个 特殊 点 XE.Z， 而 且 对 每 个 8EJ 也 选 定 一 个 特殊 点 XpEUp。 
令 v 是 多 在 XX 处 的 一 个 局 部 参考 构 形 ，I (六 ,Xp) 是 从 XX 到 的 物 
质 同 构 ， 于 是 对 任意 的 YEUp， 令 

Ve(Y)=VoI(X, Xp) oR (X, ) oB (Y), (10.4.16) 
由 于 Hp 对 了 的 光滑 性 知 (Us,vp) 也 是 Ug 的 一 个 物质 卡 。 所 有 这 样 
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的 物质 卡 (Up,vp) ,PET 是 彼此 相 容 的 ,事实 上 ， 对 任意 的 B,E€E7， 
YEUp 几 Us 我 们 有 
i Hv (F,Y)= Hv (F,X 0) =G(Feov (XO), Xp) 
=G(Feovol(X,X 71, Kp)=G(Fov, X)= Hy(F,X) 
(10.4.17) 
对 任意 F 都 成 立 。 上 式 中 第 一 个 等 式 是 因为 ve 是 U , 的 物质 卡 ， 
第 二 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 应 用 了 (10.4.7) 式 ， 第 三 个 等 式 来 自 
《10.4.16)， 而 第 四 个 等 式 来 自 (10.4.9) 式 。 同样 地 我 们 有 
Hv(F,Y)= HF, X). (10.4.18) 
于 是 ， 对 一 切 变形 梯度 F 均 有 
Hv (F,Y)=H,(F,Y), VYEUsNUs (10.4.19) 
这 表明 (Up,vp) 和 (U3, 07) 是 相 容 的 。 记 
wo={(Up, ve), PEI}. (10.4.20) 
最 后 ， 我 们 可 按 通常 的 办 法 把 .wo 极 大 化 而 得 到 包含 .wo 的 唯一 的 
图 集 .x ， 这 就 证 明了 .多 的 物质 图 集 的 存在 性 。 
如 果 (U, v) 是 0 的 一 个 物质 卡 ， 由 (10.4.10) 我 们 看 到 相对 
TF vg z n 3k H ESA XEU 无 关 的 ， 因 此 我 们 可 以 记 
HuF)=Hy.(F,X), VXEU (10.4.21) 
称 恕 ,为 U 相 对 于 v 的 响应 函数 ,( 由 (10.4.10) 看 到 实际 上 只 要 Vv 是 
如 上 的 一 个 物质 参考 构 形 场 即 v 不 一 定 要 求 是 光滑 的 ，(10.4.21) 
式 就 成 立 ,) 一 个 物质 图 集中 的 所 有 物质 卡 (U。,v。) 的 相 容 性 条 
件 又 隐 含 对 所 有 aE1， 相 对 于 Vo 的 响应 函数 Hw 是 一 样 的 ，( 参 看 
(10.4.18) 式 )。 于 是 ， 我 们 又 可 以 记 
Hx(F)=Hy,(F), Va€I, (10.4.22) 
且 称 及 x 是 多 相对 于 物质 图 集 w 的 响应 函数 。 物 质 图 集 .x 的 极 大 
性 条 件 隐 含 ， 史 的 二 个 图 集 ww 1 和 .x ;是 同样 的 ， 当 且 仅 当 
H. (F)=H=,(F). (10.4.23) 
因此 ， 物 体 .多 的 每 个 物质 图 集 .wr 都 由 .多 的 一 个 特殊 的 相对 响应 


"234 


BAH 所 表征 。 也 就 是 说 ， 物 体 .多 的 所 有 物质 图 集 的 集合 与 物 
体 多 的 所 有 相对 响应 函数 的 集合 之 间 建 立 了 1-1 对 应 ， 物 体 多 的 
物质 图 集 就 完全 刻 划 了 物体 的 响应 函数 的 分 布 。 

下 面 我 们 讨论 一 下 物质 图 集 和 间 格 群 的 关系 ,应 用 (10 .1.20》 


我 们 可 将 (10.4.10) 改 写成 
Hy(F,X)=Hy. (FoI(X,Y),Y), (10.4.247 


URSXS=Y, MIX, ORR X 点 到 自身 的 自 同 构 ， 那 么 上 式 
ER: 


HulF,X)=Hv (FoI (X, X), X), (10.4.25) 
500.2. DRERA, WRA RAH IX, X) 属于 在 X 点 相对 于 
vx 的 同 格 群 .Vvx: 

IX, X)€2v,. (10.4.26) 


而 且 ，vx 中 每 个 元 都 可 看 成 是 半点 的 一 个 物质 自 同 构 。 如 果 Vx 
和 vz 是 芝 和 了 的 一 对 物质 同 构 参考 构 形 ， 从 (10.4.10) 式 又 可 看 
Hs EX AIR FV 的 同 格 群 2v, 和 在 Y 点 相对 于 vr 的 同 格 群 
Dw, 是 一 样 的 : 

Dv = Dve (10.4.27) 
如 果 (U,v) 是 以 的 一 个 物质 卡 ， 这 时 世相 对 于 v 的 响应 函数 媚 , 与 
点 无 关 ， 由 (10.4.27) 我 们 看 到 ，U 中 各 点 相对 于 v 的 同 格 群 是 完 
全 一 样 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 记 

@v= 2v,, v X€U, (10.4.28) 
且 称 ZVv 是 U 相 对 于 v 的 同 格 群 。 由 (10.1.20) 和 (10.2.22) RA, 
在 参考 构 形变 换 下 ， 相 对 响应 函数 和 同 格 群 的 变换 规律 是 


Hi(F)=Hv(FP), (10.4.29) 
和 

Di=P 9P, (10.4.30) 
这 里 P 是 由 下 式 给 出 的 一 个 张 量 

P=Vxovi!, VXEU。 G10.4.31> 
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更 进一步 ， 如 果 .w 是 .多 的 一 个 物质 图 集 ， 由 (10.4.22) 我 们 可 以 
引进 物体 多 相对 于 .xv 的 同 格 群 4 的 概念 : 

PEgsOHx(FP)=Ha(F), VFEGL(3)。 (10.4.32) 

设 .是 由 (10.4.14) 给 出 的 .9 的 一 个 物质 图 集 ， 我 们 可 以 证 
明 ， 对 任意 非 奇异 张 量 PEGL(3)， l 

Par ={(Ua,Pova), a€Iy (10.4.33) 

也 是 罗 的 一 个 物质 图 集 。 事 实 上 ， 注 意 到 P HERRE, Party 
极 大 性 和 和 相 容 性 易 由 .x 的 极 大 性 和 相 容 性 直接 推出 。 反 过 来 ， 我 
们 下 面 证 明 , 任 给 .多 的 另 一 个 物质 图 集 友 ,总 可 以 找到 非 奇 异 张 
量 PEGZ(3)， 使 得 


元 =Pwr。 (10.4.34) 
为 此 ， 我 们 任意 选 定 一 特殊 点 XE 多 。 设 (U,Vv) 和 (0,5) 分 别 是 
-Y 和 正中 包含 X 点 的 物质 卡 
XEUND, (10.4.35) 
我 们 断言 张 量 
P=Vrovi'€GL(3) (10.4.36) 
将 满足 (10.4.34) 式 .因为 由 (10.4.22) 和 (10,4.21) 我 们 有 
Ha(F)=H(F)= Hi,(F,X) (10.4.37) 
和 
Hepa (F)= Hpv(F)= Hp, (F,X), (10.4.38) 
出 (10.4.36) 知 上 面 两 式 最 右 端 彼此 相等 ， 故 
Ha(F)=Hp4(F), YFEGL(3). (10.4.39) 


由 (10.4.23) 即 证 明了 我 们 的 断言 。 综 合 (10.4.33) 和 (10.4.34) 
我 们 知道 ， 如 果 给 定 .多 的 一 个 物质 图 集 .xr ， 则 (10.4.33) 给 出 了 
多 的 所 有 物质 图 集 ， 而 (10.4.39) 给 出 了 .多 的 所 有 响应 函数 。 当 
然 , 对 给 定 的 .和 巡 ， 满 足 (10.4.34) 式 的 非 奇 异 张 量 不 是 唯一 
的 。 事 实 上 ， 由 (10.4.32) 我 们 看 到 

PEZ =P. (10.4.40) 
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因此 ， 如 果 P 是 满足 (10.4.34) 的 一 个 张 量 ， 那 么 所 有 其 它 满足 
《10.4.34) 的 张 量 可 由 Pw 给 出 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 回顾 一 下 用 物质 卡 对 物体 进行 的 分 
类 ，。 一 个 物质 卡 (U,V) 称 为 均匀 的 ， 如 果 v 是 U 的 一 个 参考 构 形 
# 的 导出 线性 切 映射 ， 即 

vx=Kxx, VXEU, (10.4.41) 

这 时 ，k 称 为 U 的 均匀 构 形 ， 如 果 物 体 .2 有 一 个 整体 均匀 卡 ， 物 
体 多 是 均匀 的 。 这 个 定义 与 前 面 § 10 .2 引进 的 概念 是 一 致 的 。 如 
果 对 多 的 每 一 点 XE.Z 都 存在 一 个 履 盖 站 的 〈 局 部 的 ) 均匀 卡 ， 
我 们 称 .多 是 局 部 均匀 的 。 自 然 ， 这 样 的 均匀 物质 卡 不 必定 义 在 整 
个 多 上 。 如 果 它 是 定义 在 整个 多 上 的 ， 那 么 多 就 是 前 面 提 到 的 均 
勾 体 了 。 于 是 我 们 有 下 面 的 关系 : 

均匀 体 僵局 部 均匀 体 全 物质 上 同样 的 光滑 体 。 一 般 而 言 ， 箭 
头 是 不 能 倒 过 来 的 。 不 是 均匀 体 的 物体 叫 非 均 匀 体 。 它 可 以 是 局 
部 均匀 体 ， 也 可 以 是 物质 上 同样 的 光滑 体 ， 甚 至 还 可 以 是 非 光滑 
的 。 为 了 应 用 数学 工具 ， 我 们 局 限于 讨论 光滑 体 。 在 本 节 我 们 已 
经 看 到 ， 对 物质 上 同样 的 光滑 弹性 体 可 以 赋予 一 个 类 似 于 坐标 图 
集 那样 的 物质 图 集 ， 它 是 与 物体 的 相对 响应 函数 1-1 对 应 的 。 当 
然 ， 这 个 图 集 不 是 直接 加 于 物体 流 形 本 身 ， 而 是 加 在 它 的 切 空间 
上 的 。 于是， 我 们 要 转 入 讨论 下 面 的 物质 切 从 的 概念 。 


$10.5 弹性 体 的 物质 切 从 


我 们 先 回顾 一 下 ， 在 微分 几何 中 ,微分 流 形 必 的 切 从 (MM) 
是 由 以 的 所 有 点 处 的 切 空间 Tp 的 并 集 构成 的 
TM= U Tr. (10.5.1) 
对 于 一 个 物体 流 形 .多 的 切 从 .7 (. 多 ) 是 由 它 的 切 空间 .Zx 组 成 的 并 
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集 
S(@)= U Hx= U (Xv). (10.5.2) 
ra Se 
J| sÁ RP 3] BriB HR MEZ HJU AE h E BJ Sa X Ta zF X kt 
的 切 空 间 上 的 切 向 量 v 组 成 的 对 子 (Xu) 的 集合 。 当 然 ， 还 要 在 
这 个 集合 上 加 上 一 定 的 微分 结构 。 然 而 .7 (多) 的 结构 非常 简 
单 ， 因 为 多 可 以 由 一 个 整体 坐标 系 ， 例 如 
K: @#— Rš (10.5.3) 
所 覆盖 。 我 们 认为 k 是 .多 关于 固定 参考 标 架 的 空间 坐标 系 的 一 个 
MJ. K 的 导出 线性 切 映射 kx 引起 .多 的 切 空间 与 R° 的 一 个 同 构 
场 : 


Kx (.#)—>.@# x R° (10.5.4) 
以 致 对 所 有 XE 多 和 所 有 vE.Bx 有 
Kx(X,0)=(X, Kx(v)), (10.5.5》 


这 里 ksx(z)ER* 有 时 称 为 "的 坐标 。kx 的 逆 就 把 .多 x Rs 的 流 形 结构 
带 回 给 7 (多 )。 相 对 于 这 一 流 形 结构 ， 对 子 (8,kx) 就 成 了 
.9 (. 罗 ) 的 一 个 整体 丛 卡 。 

一 般 地 ， 久 (多 ) 的 一 个 从 卡 是 指 由 子 物体 UC.Zg 和 U 的 切 空 
间 与 RR 的 光滑 的 线性 同 构 场 v 组 成 的 对 子 (U ,v)， 这 里 

v: (U)>U x Rš, (10.5.6> 

所 有 这 样 的 从 卡 的 集合 组 成 IA) BB D B] E a= 1(U,,v.), 
QE€1}。 从 一 个 从 卡 (U。,v。o) 到 另 一 个 从 卡 (Up,vp) 的 坐标 变换 函 


数 可 按 前 面 的 方法 定义 ， 

op= VaoVi!, - (10.5.7) 
它 满足 条 件 

Sa =1, #U, kE, 

gop 一 915， 在 Us 几 NUp 上 ， } (10.5.8> 


gap9gpy 一 goyy #U,ñnU,nU, k. 
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这 说 明了 这 些 坐 标 变换 是 定义 在 U。 和 Us 的 交集 上 的 光滑 场 ， 它 
的 值 是 属于 .~ (多 ) 的 结构 群 一 一 一 般 线性 群 GL(3) 的 。 
刚才 描述 的 (多) 的 一 般 性 几何 结构 不 是 我 们 所 感 兴趣 的 。 
因为 它 仅 仅 基 于 物质 流 形 的 本 身 而 与 物质 点 的 响应 函数 的 分 布 无 
类 ,为 了 表征 物体 的 物质 结构 ， 下 面 引进 物体 .多 的 物质 切 从 的 概 
念 。 
相对 于 已 经 安置 在 物理 空间 多 的 某 个 空间 坐标 系 ， 我 们 可 以 
认为 上 节 引 进 的 物质 卡 (U。,vo) 是 流 形 .(. 多 ) 的 一 个 从 卡 ， 而 物 
质 图 集 .x 可 认为 是 (多) 的 从 图 集 的 一 个 子 集 。 我 们 定义 关于 
物质 图 集 Y 的 物质 切 从 (多 ,.x ) 是 这 样 的 一 个 纤维 从 ， 它 的 从 
空间 和 ,9 (. 罗 ) 的 丛 空间 一 样 ， 但 它 的 丛 图 集 是 物质 图 集 .or ,注意 
到 物质 卡 的 光滑 性 和 物质 图 集 的 极 大 性 与 相 容 性 ，.(.2 ,wx ) 确 
实 是 一 个 纤维 从 。 因 为 .x 的 坐标 变换 {gop} 是 在 多 x 上 取 值 的 ， 
了 (多 ,x ) 的 结构 群 是 4CGL(3)。 按 纤维 从 的 术语 ， 我 们 说 
从 (多) 可 推导 出 了 (多 ,YY)， 因 为 (多 ,ww ) 的 结构 群 2 + 是 
-了 ( 罗 ) 的 结构 群 GL(3) 的 子 群 。 
RE, WAWATA, A ) 表 征 了 .多 的 物质 结构 ， 因 为 它 的 
图 集 .x 完全 决定 了 .多 的 物质 点 的 响应 函数 的 分 布 。 相 对 于 两 个 
WRAP MA AID, ADATE, A) 按 纤维 从 的 意 
义 是 同 构 的 。 令 P 是 一 个 张 量 以 致 
-ri 一 Pr (10.5.9) 
那么 运算 
P.Z,=4(U,,Pev.), a€l,} (10.5.10) 
AX TAS (B, AV ITP, A) 的 从 同 构 。 当 然 在 上 式 中 的 
从 同 构 不 是 唯一 的 。 事 实 上 ， 从 (10.4.40) RIE 
P.⁄,=P.z,ePP-'€ g, (10.5.11) 
因此 ， 如 果 (10.5.10) 给 出 了 了 (多 ,fs) 和 《多 ,1) 的 一 个 从 
同 构 ， 且 PP-!Eg x:， 则 Ps 也 是 它们 的 另 一 个 从 同 构 。 
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一 个 纤维 从 称 为 平凡 的 从 ， 如 果 它 有 一 个 覆盖 整个 基 空 间 的 
整体 从 卡 。 例如， 一 个 物质 流 形 .多 的 几何 切 从 > C) 是 平凡 的 
A. 从 (10.4.34) 我 们 看 到 一 个 物体 .多 的 所 有 物质 切 从 都 是 从 同 
构 的 因此， 它们 或 者 全 是 平凡 的 从 ， 或 者 全 是 非 平 凡 的 从 。 很 
清楚 ， 由 定义 知 均匀 物体 的 物质 切 从 全 是 平凡 的 。 然 而 反 过 来 ， 
它 的 切 从 是 平凡 的 从 的 物体 不 必 是 均匀 的 。 

我 们 下 面 给 出 一 些 物质 上 同样 的 光滑 体 的 物质 切 从 的 例子 。 

例 1 晶体 中 位 错 的 连续 分 布 。 

为 确定 起 见 ， 我 们 讨论 三 斜 晶体 ， 对 该 物体 的 任意 两 点 和 
Y, WRAKI, Y) 是 唯一 的 ， 因 为 三 斜 晶体 的 同 格 群 一 三 
HR {1, 一 上 } 是 平凡 的 (当然 ， 这 里 已 认为 反 演 不 属于 变形 之 
列 ,) .我 们 选 定 一 个 参考 物体 点 天 和 在 天 的 切 空间 .多 x 的 一 组 参考 
HUO}, WA, WRAHA, 将 映射 这 组 基 到 整个 物体 
的 每 一 点 上 形成 被 称 作物 体 的 晶体 基 (crystallographic basis) 
的 一 个 基 向 量 场 {fe!(,)}。 很 显然 ， 晶 体 的 物质 结构 是 由 它 的 晶 
体 基 决 定 的 。 - 

晶体 是 均匀 的 ， 当 且 仅 当 有 一 个 均匀 构 形 ， 在 该 构 形 中 晶 格 
基 是 常 向 量 场 。 等 价 地 ， 这 一 条 件 意味 着 晶 格 基 是 整体 坐标 系 的 
自然 基 。 在 微分 几何 中 ， 已 经 证 明 ， 这 一 条 件 等 价 于 任 一 基 向 基 
e 相对 于 其 它 基 向 量 ey 的 李 导 数 在 物体 流 形 上 全 部 恒 为 零 ， 用 括 
号 积 来 表示 ， 即 有 

[9:,01]=0, i,j=1,2,3 (10.5.12) 
(参见 §9.3)。 现 在 设 晶体 基 {es} 不 满足 条 件 (10.5.12)， 那 么 
晶体 是 非 均匀 的 ," 接 晶体 位 错 理论 的 术语 ， 这 样 的 晶体 称 为 有 位 
错 的 晶体 。 有 位 错 的 晶体 的 不 均匀 性 可 以 由 一 个 三 阶 张 量 场 S 来 
表征 ，$ 相对 于 晶 格 基 的 分 量 可 由 下 式 定义 

[9 ,e/]=S,e,, (10.5,13) 
REDES PERTTI, jK3AHK00.RIE3SESJIkESIEEK 
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一 物体 唯一 的 物质 连 络 的 挠 率 张 量 。 

因为 物质 同 构 场 I1(X，*) 是 一 个 整体 光滑 场 ， 三 斜 晶体 的 物 
质 切 丛 是 平凡 的 ， 而 不 管 该 晶 体 是 否 均匀 。 于 是 ， 这 个 例子 很 清 
楚 地 表明 ， 有 平凡 的 物质 切 从 的 物体 不 必 吓 均匀 体 。 

例 2 Möbius 晶体 . 

为 确定 起 见 ， 考 虑 由 均匀 的 立方 晶体 组 成 的 矩形 薄 带 ， 晶 格 
轴 在 每 一 点 都 平行 于 和 矩形 带 的 三 条 边 。 现 在 设想 将 带子 的 一 端 绕 
纵向 轴 扭 转 180" ， 然 后 将 带子 弯曲 使 首尾 两 端 光滑 地 连结 起 来 形 
成 通常 的 M6bius 带 〈 见 图 10-2)。 这 样 的 Möbius 晶体 显然 是 
局 部 均匀 的 ， 因 为 带子 的 每 一 段 都 可 以 经 过 适当 的 变形 而 变 回 原 
来 的 状态 使 得 每 一 点 的 晶 格 轴 是 彼此 平行 的 、 这 样 的 构 形 对 晶体 
来 说 是 均匀 的 ， 然 而， 整个 Möbius 带 则 不 是 整体) 均匀 的 ， 
因为 不 存在 整体 的 构 形 使 各 点 处 的 晶 格 灿 彼此 平行 。 也 就 是 说 ， 
Möbius 晶体 的 所 有 物质 切 从 都 是 非 平凡 的 。 a 
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在 上 池 我 们 已 引 进 物体 .9 关于 物质 图 集 .w KRU AK 
述 物质 点 的 响应 函数 的 分 布 。 为 了 在 物质 初 从 二 引进“ 微分" 运 


rRe 


算 ， 需 要 在 物质 切 从 上 引进 某 种 连 络 ,: 这 种 连 络 的 存在 性 是 要 通 
过 切 丛 的 相伴 主 丛 来 说 明 的 。 为 此 ， 在 本 节 我 们 先 讨论 一 下 与 相 
伴 主 从 有 关 的 概念 。 从 纤维 从 理论 我 们 知道 每 个 纤维 从 都 有 一 个 
相伴 主 从 。 例如 ,几何 切 从 .7(.Z) 的 相伴 主 从 是 标 架 从 8 (2), 
MARAPAT E, A) 的 相伴 主 从 是 参考 标 架 从 。 
我 们 先 定义 标 架 从 8 (I). WRXES, —MEX 点 的 标 架 
是 指 在 头 的 切 空 间 多 x 上 的 有 向 基 向 量 组 
f(X)=1f6(X),f,C(X),f (X)} (10.6.1) 
我 们 记 在 六 的 所 有 标 架 的 集合 为 9x， 那么 标 架 从 是 多 上 所 有 点 
天 上 的 8 x 的 并 集 
: g#(@)= U. Zx. (10.6.2) 
- -XEF 


一 般 线性 群 GZ(3) 以 自然 的 方式 作用 在 8 xz 上 成 为 8 x 的 一 个 
变换 群 ， 如 果 AEGZ(3)， 它 的 矩阵 形式 是 
A=[A4], (10.6.3) 
且 如 果 f(X)Eg x 是 由 (10.6.1) 给 出 的 一 个 标 架 ， 我 们 可 以 定义 
REO STEXKIA= AAXY, j=1,2,3}. (10.6.4) 
Mak — JBE E 4 30 3F368358J05. FE, ARE e(X) 
=1e,(X))6z xz, 将 引起 gx 和 GL(3) 的 一 个 同 物 ， 


Tri gr>GL(3), (10.6.5) 
它 可 以 由 下 式 定义 ， 

rf CX) E], (010.6.6) 
其 中 fs 是 {fy( 关 )} 相 对 于 {ei( 半 )} 的 分 量 ， 即 

f,(X)=f',e,(X). (10.6.7) 
根据 (10.6.4) 定 义 的 右 乘 运算 R, 上 式 意 味 着 对 所 有 f(X)Egx 

Razaex5e(X)=f(X). (10.6.8) 


85 Z rik29 2 (.9) 在 基点 区 的 纤维 在岗 构 x 下 GL(3) 可 看 成 
标 架 从 28 ( 罗 ) 的 纤维 型 ， 而 纤维 z x 变 成 它 的 一 个 副本 。 如 同 通 
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常 那样 我 们 可 以 要 求 集合 同 构 Tiz 是 微分 同 构 来 定义 在 82x 上 的 流 
形 结构 .关于 这 个 导出 的 流 形 结构 ，nx 称 为 由 标 架 e( 久 ) 导出 的 
纤维 同 构 。 

定义 在 多 的 子 物体 U€ 2 上 的 光滑 的 纤维 同 构 场 n 形 成 
2 (多 ) 的 从 卡 (U ,1)， 所 有 这 样 的 从 卡 组 成 的 集合 形成 了 8 (P) 
的 从 图 集 ， 从 一 个 从 卡 (U, M 到 另 一 个 从 卡 (U ,下 ) 的 坐标 变换 
是 在 交集 QInZ 上 的 光滑 场 9， 它 是 由 下 式 给 出 的 ; 

IX) =x z, XEUND. (10.6.9) 
gmi 的 值 是 GL(3) 中 的 变换 。 从 (10.6.6) 和 (10.6.9) 我 们 有 
[gni(X)](A)=nx(8(X))A, VAEGL(3), (10.6.10) 
这 里 8(X) 是 导出 纤维 同 构 iix 的 标 架 ， 上 式 右边 的 运算 是 通常 的 
GZ(3) 中 的 群 的 乘法 。 鉴 于 (10.6.10) 我 们 可 以 认为 aX) 是 
CZ(3) 中 的 一 个 元 素 。 因 此 ，2 (. 多 ) 的 结构 群 是 GL(3)。 因 为 
# (多 ) 的 纤维 型 也 是 GL(3)， 它 和 结构 群 重合 。 一 个 满足 这 样 的 
条 件 的 纤维 从 一 般 叫 做 主 从 。 因 此 ,8 (多 ) 是 一 个 主 从 , 我 们 下 
面 说 明 8 (多 ) 还 是 切 从 :Fy E) 的 相伴 主 从 。 

从 土 节 我 们 知道 了 (. 多 ) 的 从 卡 (U,Vv) 是 由 子 物体 U 和 U 上 的 
光滑 的 局 部 构 形 场 v 组 成 的 对 子 。 按 下 面 的 办 法 我 们 可 以 建立 
了 (元 ) 的 丛 卡 ( 避 ,内 和 2 (多 ) 的 从 卡 (U nm) 间 的 1-1 对 应 ， 给 出 
(UV), .对 任 一 点 XEU， 我 们 令 


e,(X)=vz'(g), i=1,2,3, (10.6.11) 
这 里 {9 小 是 物理 空间 中 固定 的 笛 卡 尔 参考 标 架 。 那 么 我 们 定义 
mx 是 由 标 架 

@(X)={e(X),e.(X) ,es(X)} (10.6.12) 


FEDERI, Ahe OEH (10.6.11) 给 出 的 。 反 之 ， 给 
定 (U ,1)， 这 里 对 所 有 XEU，nix 是 由 标 架 e( 革 ) 导 出 的 。 我 们 定 
义 

vz(e,(X))=go (10.6.13) 
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并 且 线性 地 将 映射 Yr 扩 展 到 整个 切 空间 .xz 上。 于 是 ， 通 过 关系 
ti0.6.11) 和 (10.6.13)， 每 个 (U,V) 决定 唯一 的 一 个 (U ,1)， 
反之 亦 然 。 
”下面 我 们 证 明 .六 (多 ) 和 # (2) 中 相应 的 丛 卡 的 坐标 变换 是 
同样 的 场 。 令 (U,v) 和 (0D, 夏 是 (多 ) 的 两 个 从 卡 ， 而 (U ,nm) 和 
(D ,1) 是 8 ( 字 ) 相 应 的 丛 卡 。 象 前 面 讨论 一 样 ， 我 们 设 Tz 和 下 xz 分 
别 是 由 标 架 e(X) 和 6( 瑟 ) 导 出 的 。 那 么 ， 根 据 (10.6.10) 式 从 nz 
到 本 xz 的 坐标 变换 的 分 量 是 和 矩阵 

mi(X)=[e's(X)] (10.6.14) 
这 里 8 是 {8,( 卫 )} 关 于 标 架 e( 防 ) 的 分 量 。 但 是 ， 根 据 (10.5.7) 
和 (10.6.13), 从 vx 到 Vx 的 坐标 变换 的 分 量 和 矩阵 也 等 于 [eiy(X)]， 


gw(X)=[e,(X)1, (10.6.15) 
多 此 ， 坐 标 变换 gw 和 9m 而 是 在 交集 ViD 上 的 同一 个 场 
Güi(O(X)=G%(X), VXEUND, (10.6.16) 


ARU v) 和 《〈U,m) 的 1-1 对 应 以 及 它们 的 坐标 变换 间 的 等 式 
《10.6.16) 说 明 8 (DET ( S) 的 相伴 主 从 。 

标 架 从 Bg (#) 和 几何 切 从 > (2) 一 样 仅仅 是 物体 流 形 的 几 
何 结构 ， 它 与 物质 点 的 响应 函数 无 关 。 如 在 上 一 节 已 解释 过 的 一 
样 ， 物 体 的 物质 结构 可 以 由 物质 切 从 来 表示 ， 或 者 等 价 地 由 它 的 
相伴 主 从 表示 。 物 质 切 从 的 相伴 主 从 是 参考 标 架 从 。 下 面 解 释 一 
iz 982, 

令 Y 是 物体 多 的 一 个 特定 的 物质 图 集 ，.(. 多 ,wf ) 是 相对 or 
的 物质 切 从 ， 那 么 .w 相 应 于 一 个 特定 的 相对 响应 函数 已 x。 我 们 
说 在 天 点 的 一 个 标 架 e( 丰 ) 是 相对 于 .x 的 一 个 参考 标 架 ， 如 果 相 
对 于 由 (10.6.13) 给 定 的 局 部 构 形 vz 的 响应 函数 Hor 与 H , 重 
£, 

H,,=H,. (10.6.17) 

这 个 条 件 等 价 于 对 .x 中 覆盖 物质 点 六 的 某 个 物质 卡 (U。,v。) 
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e(X)=vw;1x(9), (10.6.18》 


这 里 g= {9,} 是 物理 空间 多 中 固定 的 笛 卡 尔 参考 坐标 标 架 。 我 们 
用 gx(.w) 表 示 在 基点 的 所 有 相对 于 .wf 的 参考 标 架 的 集合 ， 且 令 


ECB, A= U gx), G10.6.19> 
XER 
因为 
g#r(/)C gx, VX€2 (10.6.20> 
从 (10.6.2) 和 (10.6.19) 我 们 有 
EB, s)C g (#). (10.6.21) 


现在 我 们 考察 一 下 8 (. 多 ，.wx ) 的 结构 。 首 先 ， 由 (10.6.17) 我 们 
BA, EX 3469 I) 是 相对 于 .x 的 参考 标 架 ， 当 且 仅 当 从 
标 架 e( 避 ) 到 标 架 f( 下 ?的 右 变换 P 属 于 同 格 群 9x。 于 是 , He (X) 
导出 的 纤维 同 构 x 局 限于 8 x 的 子 集 8x(.er) 时 是 gx(r) 与 Gu 
Nalga EN) PaAI ge (10.6.22) 
这 一 同 构建 立 了 gx 作为 从 8 (.Z ,wx ) 的 纤维 型 。 
其 次 ， 我 们 考虑 8 (多 ，.wf) 的 从 卡 。 因 为 wf 是 (多 ) 的 从 
图 集 的 一 个 子 集 ， 它 相应 于 8 (多 ) 的 从 卡 的 一 个 集合 ， 例 如 是 
w={(U,, n), a€T}, (10.6.23) 
我 们 令 
wg=((U,,n.Ca0)), a€ly, (10.6.24) 
这 里 W(x ) 表 示 如 (10.6.22) 所 示 的 Tl 在 # (U。.wr) 上 的 限制 ， 
那么 wg 是 8 (多 ,7) 的 从 图 集 。 RIRA 是 .多 相对 于 .wr 的 参 
考 图 集 。 称 它 的 元 素 是 .多 相对 于 .x 的 参考 卡 。 由 (10.6.16) 我 们 
看 到 ， GAARA 8 的 坐标 变换 和 物质 图 集 .x 的 坐标 变换 是 一 样 
的 。 这 一 事实 表明 儿 x 就 是 8 (多 ,wx ) 的 结构 群 、 因 此 8 (Z, sr) 
的 纤维 型 和 结构 群 都 是 I4, CEEA, MEET (E, vy) 的 
相伴 主 从 。 
.245 。 


下 面 我 们 建立 参考 标 架 对 于 物质 图 集 的 变化 的 变换 规律 . 令 
六 是 .9 的 另 一 个 物质 图 集 ， 它 与 以 下 式 相 联系 ; 
g =P. ` (10.6.25) 
这 里 的 运算 P.w 由 (10.5.10) 给 出 。 于 是 ， 容 易 证 实 f(X) 是 相对 
秆 好 的 参考 标 架 ， 当 且 仅 当 由 下 式 给 出 的 e(X) 是 相对 于 Sri 
考 标 架 


e(X)=Rpf(X), (10.6.26) 
ME, E(B, AMEZ, A) BARRAT RARA: 
E(P, A)=R 8 (F, A). (10.6.27) 


此 外 ， 因 为 每 一 个 标 架 是 关于 某 一 个 物质 图 集 的 参考 标 架 ， 
(多) 的 从 空间 是 所 有 参考 标 架 从 的 从 空间 的 并 集 
z (@)=U EF, A). (10.6.28) 


参考 图 集 的 变换 规律 可 以 按 类 似 方法 导出 。 令 .v8 是 由 (10.6.24) 
.给 出 的 参考 图 集 ， 那 么 到 由 下 式 给 出 


A= {Ua CPN) RP), a€l}, -+ (10.6.29) 
这 里 Ce 表示 P 在 GL(3) 中 的 共 轿 运算 ， 即 
Cp(A)=PAP-!, VAEGL(3). (10.6.30) 


应 该 注意 ， 对 任 一 点 XEU。，RP 映 射 8x 到 8x(.x)， 那 么 Ts,x 映 
HEED, MEC RARS gs 到 多亏 ， 因 此 ， 复 合 映 
HCP Nr) Re EA ZZ, A) EUa k 的 一 个 纤维 同 构 场 ， 
故 (U。,Cpem(x)。Rp) 确 是 上 的 一 个 从 卡 。 

因为 纤维 从 上 的 从 卡 和 相伴 主 从 的 从 卡 是 1-1 对 应 的 ， 纤 维 
从 是 平凡 的 , 当 且 仅 当 相伴 主 从 是 平凡 的 。 又 因为 主 从 8 (.8 A) 
的 从 卡 是 由 条 件 (10.6.8) 表 征 的 ， 那 么 g (多 ,wx) 是 平凡 的 ， 当 
且 仅 当 .多 有 一 个 相对 于 .x 的 整体 的 光滑 的 参考 标 架 场 e。 这 样 的 
整体 场 相应 于 从 8 (A, A) 的 一 个 模 截 面 ， 即 。 可 被 认为 是 满足 
条 件 
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Toe=idg (10.6.31) 
的 一 个 光滑 映射 : 


e: #> 8 (#,.), . (10.6.32) 
这 里 是 标准 的 投影 映射 : 
T: ECE, A) >F, (10.6.33) 


对 所 有 XEB， 它 将 纤维 8 x(.x ) 映 射 到 基点 义 。 

从 上 节 的 例子 我 们 知道 物质 切 从 ， 因 而 参考 标 架 从 一 般 地 不 
必 是 平凡 的 。 于 是 ，28 (名, ) 的 整体 模 截 面 不 一 定 存 在 。 然而， 
对 每 个 从 卡 (U ,1)， 总 有 由 下 式 定义 的 2 U, w) 的 一 个 标准 横 
截面 存在: 

e(X)=Wz'0(), YXEU. (10.6.34) 

前 面 我 们 已 经 讲 过 ， 由 (10.6.8), N: 可 作为 由 标 架 导出 的 
纤维 同 构 。 鉴 于 条 件 (10.6 .34) ， 我 们 称 6 是 纤维 同 构 场 1 的 单 
位 截面 。 局 部 的 单位 截面 的 存在 意味 着 8 (D A), AE .7 (2, 
YY) 是 局 部 平凡 的 。( 因 此 ， 每 个 纤维 从 是 局 部 平凡 的 ,》 

纤维 俭 的 相伴 主 丛 的 重要 性 在 于 纤维 从 上 的 结构 连 络 可 与 要 
伴 主 从 上 的 结构 连 络 建立 1-1 对 应 。. 了 (多 ,x ) 和 8 (多 ,YY) 上 的 
结构 连 络 就 是 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 的 物质 连 络 。 


810.7 物质 连 络 


我 们 先 回 顾 一 下 切 从 .了 (多) 上 的 连 络 党 的 概念 。 WATA) 
是 由 多 的 切 空间 多 x 组 成 的 并 集 


TY Fr, 《10.7:1)》 


投影 映射 
t: I(B) >F I G10.7.2y 


是 由 下 式 定义 的 
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t(@z)=X, VX6€Z#, (10.7.3》 
了 以致 
@#x=wt (X), V X€. (10.7.4) 
SAADET DSA RIENE VEES 
Faxo 《参见 (9.4.15)) 是 
Fax, = Kermyx, ve (10.7.5) 
从 (10.7.3) 可 以 看 出 Va o 是 纤维 Bx 的 切 空间 。 我 们 定义 在 
(X,o) 的 水 平 空间 〈 或 基准 空间 ) 是 .了 (多) # (X ,u) 的 切 空 间 
(S) oa, o) BJ 25 B| x o 使 得 .7 (S) a, o) 可 以 有 下 面 的 直 和 
分 解 
FB) a DES an DE av. (10.7.6) 
BR, SEAZA ao A, KERAY a, oE k. 
个 水 平 空间 的 光滑 场 称 为 (多 ) 上 的 一 个 连 络 。 
一 个 连 络 将 引起 沿 着 .多 中 某 一 条 曲线 的 平行 移动 。 设 曲线 是 


X: (a,b)> Z, (10.7.7) 
那么 ， 我 们 说 曲线 

Mk: (a,b)>. ($) (10.7.8) 
是 鲜 相 对 于 连 络 党 的 水 平 提升 ， 如 果 对 所 有 的 1€(a,b)， 下 面 两 
个 条 件 被 满足 ; 

wo) (= XG) (10.7.9) 
和 

[AH EPa. (10.7.10) 


第 一 个 条 件 是 说 对 所 有 的 t,， 和 (+) 都 属于 在 XH 的 纤维 ， 而 第 二 
个 条 件 表明 和 是 相对 于 属 的 水 平 曲 线 ， 因 为 曲线 立 (t) 是 一 维 的 ， 
而 且 连 络 是 光滑 的 ， 通 过 在 XAO 的 一 条 纤维 中 的 任 一 初始 点 有 
唯一 的 水 平 提升 的 存在 。 沿 着 过 .多 xco) 中 的 初始 点 的 水 平 提升 ， 
我 们 得 到 沿 着 不 (f) 相对 于 多 的 平行 移动 

Pht è Bre > zas, tEla,b) (10.7.11) 
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以 致 对 每 一 个 初始 点 (了 (#0) ,v(to))， 有 曲线 

A) =(X C) ,Pto,t (v(to)), t€E(a,b) (10.7.12) 
EELA A), VDK. AA 关于 初始 点 的 唯一 性 和 
光滑 依赖 ， 对 每 个 !E(a,b)， 平 行 移动 Au, ED t) 和 .多 xd) 的 微 
分 同 胚 。 

下 面 我 们 建立 连 络 和 从 卡 的 关系 。 设 (U。,ve) 是 前 面 所 述 的 

六 (多) 的 一 个 从 卡 ， 那 么 ve 是 (U6) 与 乘积 空间 Us。x R: 的 一 个 
MIAE, FEER (U) LUDER aUx R° 上 而 成 
为 U。x RY 上 的 一 个 连 络 关 (a)。 设 贸 (t) 是 Us。 上 的 一 条 光滑 曲线 ， 
那么 沿 着 六 (t) 关 于 党 的 平行 移动 Pi 与 沿 着 在 U。x Rs 上 的 相应 
册 线 革 (1) 关 于 P(a) 的 平行 移动 Pi.1 (a) 之 间 有 关系 

Pht(Q) = Va, rx)°Pio,t OVE aC) ° (10.7.13) 
我 们 称 Pto,t (a) 是 相对 平行 移动 。 因 为 U。x R* 是 一 个 乘积 流 形 ， 
相对 平行 移动 Pn. (a) 是 纤维 空间 Rs 的 自 同 构 ， 从 (10.7.13) 和 
《10.5.7) 知 ， 在 从 卡 改变 时 相对 平行 移动 的 变换 规律 是 

Pt (PB)=gpga( X(t))Pio,t (a) gap (XG), (10.7.14) 
这 里 gep 是 从 从 卡 (U。,v。) 到 (Up,vp) 的 坐标 变换 函数 。 

现在 我 们 引进 结构 连 络 的 概念 。 我 们 说 一 个 连 络 狗 是 纤维 从 

上 的 结构 连 络 ， 如 果 沿 任 一 曲线 的 相对 平行 移动 都 属于 从 的 结构 
群 。 变 换 规律 (10.7.14) 显 示 这 一 条 件 是 与 引进 相对 平行 移动 的 
从 卡 的 选取 无 关 的 。 事 实 上 ， 如 果 Pi,t (a) 属于 从 的 结构 群 ， 由 
F Ipo 和 gop 都 是 结构 群 的 元 素 ， 故 它 与 Pn,t (a) HRE 
Pn. (6) 也 属于 该 结构 群 。 这 样 定 义 结构 连 络 的 条 件 对 一 般 的 纤 
维 从 都 是 有 意义 的 。 特 别 地 ， 对 于 切 从 (2)， 它 要 求 沿 着 任 一 
曲线 的 相对 平行 移动 是 Rs 的 线性 自 同 构 ， 这 也 就 是 要 求 平行 移动 
Prot 是 沿 曲线 的 纤维 的 线性 同 构 ， 因为 纤维 同 构 veze 和 va ,xdo 
都 是 线性 的 。 由 于 这 一 条 件 ， 切 从 上 的 结构 连 络 和 经 典 意 义 下 的 
仿 射 连 络 是 一 样 的 。 
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现在 我 们 可 以 引进 物质 连 络 的 概念 了 。 我 们 称 物质 切 从 
了 了 (多, ) 的 一 个 结构 连 络 是 物质 连 络 , 因为 物质 切 从 F(Z, .x ) 
的 结构 群 是 同 格 群 ZJy， 央 此 ， 罗 是 物质 连 络 ， 当 且 仅 当 多 的 相 
对 平行 移动 是 相对 于 .x 的 物质 同 构 。 现 在 ， 借 助 于 平行 移动 Pi,t 
和 相对 平行 移动 Pi.+ (a) 的 关系 《10.7.13)， 我 们 看 到 ，Pi,t (a) 
EF I4, XERA Pnt EURA. Aie, P 是 物质 连 络 的 
充分 必要 条 件 是 所 有 关于 党 的 平行 移动 都 是 物质 同 构 。 因 为 这 一 
条 件 是 与 物质 卡 的 选取 无 关 的 ， 物 体 .多 的 任 一 物质 切 从 的 结构 连 
络 也 是 所 有 物质 切 丛 的 结构 连 络 。 在 一 般 地 讨论 物质 连 络 的 存在 
性 之 前 ， 我 们 先 看 看 上 两 节 作为 例子 给 出 的 物体 的 物质 连 络 的 一 
些 一 般 性 质 。 
例 1 位 错 在 固体 晶体 中 的 连续 分 布 。 
我 们 考虑 的 是 三 斜 晶体 ， 在 这 个 例子 中 任意 两 点 的 物质 同 构 
这 个 同 构 将 一 点 处 的 晶 格 基 映 射 到 另 一 点 的 晶 格 
基 。 从 上 面 给 出 的 物质 连 络 的 充分 必要 条 件 看 出 ， 这 一 同 构 还 必 
须 是 沿 连结 这 两 点 的 任意 曲线 关于 物质 连 络 的 平行 移动 。 于 是 ， 
在 本 例 中 ， 物 质 连 络 是 唯一 的 ， 进 而 ， 它 与 所 谓 晶 格 向 量 场 族 的 
切 空 间 场 重合 ， 后 者 是 相对 于 晶 格 基 的 分 量 为 常数 的 向 量 场 。 当 
然 ， 这 一 物质 连 络 是 可 积 的 《物质 连 络 的 唯一 性 和 可 积 性 是 所 有 
固体 晶体 都 共有 的 人 性质) 。 
例 2 Möbius Mik 
在 本 例 中 最 格 基 向 量 场 只 是 局 部 光滑 的 ， 它 不 能 推广 成 ( 单 
值 的 ) 整体 光滑 的 。 然 而 ， 物 质 连 络 仍 是 唯一 的 和 可 积 的 。 因 为 
它 是 局 部 地 唯一 一 的 和 局 部 地 可 积 的 《连结 是 一 个 局 部 的 结构 而 可 
积 性 是 一 个 连 络 的 局 部 的 性 质 》。 
， 和 和 例 1 一样 ， 本 例 中 的 物质 连 络 局 部 地 与 局 部 晶 格 基 向 量 场 
族 的 切 空间 场 童 合 。 此 例 与 上 例 的 唯一 不 同 是 对 M5bius RES, 
切 从 (名) 没有 相对 于 物质 连 络 的 整体 的 水 平 横 截面 。 


+ 250- 


现在 我 们 转向 一 般 地 讨论 物质 连 络 的 存在 性 , 在 微分 几何 

中 ， 主 从 的 结构 连 络 的 存在 性 是 已 有 的 标准 结果 。 为 了 应 用 这 一 
结果 ， 我 们 首先 建立 纤维 从 上 的 结构 连 络 与 相伴 主 从 上 的 结构 连 

络 的 关系 。 我 们 用 切 从 .F (多 ) 和 它 的 相伴 主 从 一 一 线性 标 架 从 
8 (多 ) 来 说 明 这 个 过 程 。 

设 罗 是 切 丛 .7 (P) LKAA, 我 们 说 明 连 络 多 将 按 一 
种 自然 的 方法 引起 相伴 主 从 8 (. 罗 ) 上 的 结构 连 络 免 。 前 面 已 经 说 
过 ， 了 (多 ) 的 从 卡 和 8 (多 ) 的 从 卡 是 1-1 对 应 的 。 设 (Uo,Vo) 和 
Ua NETDA # (2) 的 一 对 相应 的 从 卡 。 令 久 (t) 是 Us。 上 
的 一 条 光滑 曲线 ， 那 么 ， 如 在 上 面 解释 过 的 那样 , PIRRO 
的 平行 移动 en,; 和 关于 (U。,zo) 的 相对 平行 移动 ph,r (a), GFE 

结构 连 络 ， 所 以 Pn.t (c) 属 于 .元 (. 罗 ) 的 结构 群 GL(3)。 

因为 8 (2) 是 (多) 的 相伴 主 从 ， 它 的 结构 群 也 是 GL(3)、 
因此 我 们 可 以 认为 Pt,1 (a) 是 2 (多 ) 的 纤维 空间 GL(3) 的 一 族 变 
换 ， 它 因而 确定 了 在 U。x GL(3) 中 的 了 X(t) 的 一 族 相 对 水 平 提升 。 
于 是 纤维 同 构 ? 把 这 些 水 平 提升 带 回 # (U。) 而 成 为 8 (U。) 中 
义 (1) 的 一 族 水 平 提升 。 因 为 我 们 可 以 应 用 这 个 过 程 于 U。 中 的 任 
一 曲线 ,、 EE (U。) 中 的 水 平 提升 就 确定 了 8g (U. 上 的 一 个 唯一 
ELPA 

现在 ， 将 同样 的 程序 应 用 于 各 个 从 卡 , 我 们 可 以 在 每 个 
2 (U。) 上 定义 一 个 连 络 。 为 了 使 这 些 连 络 相应 于 8 (2) 上 的 一 
个 整体 的 连 络 ， 充 分 必要 的 条 件 是 在 丛 卡 变换 下 ， 这些 相对 平行 
移动 满足 变换 规律 (10.7.14) 。 但 是 ， 这 个 条 件 是 显然 满足 的 ， 
因为 由 上 述 的 构成 方法 ， 相对 于 免 的 相对 平行 移动 和 相对 于 史 的 
相对 平行 移动 是 一 样 的 ， 对 8 (. 罗 ) 的 坐标 变换 和 对 . 宛 (.8) 的 坐标 
变换 也 是 一 样 的 。 于 是 人 从 了 (多 ) 的 连 络 和 多 出 发 可 以 完全 定义 
好 8 (9) 上 的 一 个 连 络 免 。 

很 显然 ， 从 连 络 多 到 连 络 金 的 导出 过 程 完全 可 以 按 相反 次 序 
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进行 ， 因 为 这 个 过 程 仅 依赖 于 下 述 三 个 条 件 ， 

i) .多 ( 罗 ) 的 结构 群 和 28 (多 ) 的 结构 群 是 一 样 的 、 

ii) .9 ( 罗 ) 的 从 卡 和 8 (多 ) 的 从 卡 是 1-1 对 应 的 ， 

Hi) 对 (名) 的 坐标 变换 和 对 g (#) 的 坐标 变换 是 一 样 
的 。 

在 这 三 个 条 件 的 每 一 个 中 ，.9 (. 罗 ) 和 8 (p) 的 地 位 都 可 以 

互 换 。 因 此 ， 杀 和 多 是 可 以 互 推 的 ， 它 们 是 1-1 对 应 的 。 这 个 结 
论 对 一 般 的 纤维 从 都 是 适用 的 。 网 

应 用 上 面 的 结论 到 物质 连 络 多 ， 我 们 看 到 相应 的 和 是 对 每 个 
参考 标 架 从 28 (多 ,x ) 的 一 个 结构 连 络 。 于 是 。 一 个 物质 连 络 多 
存在 ， 当 且 仅 当 参 考 标 架 从 8 (Q, s) 有 一 个 结构 连 络 。 而 主 从 
上 结构 连 络 的 存在 性 是 微分 几何 上 已 有 的 结果 。 因 为 后 者 的 证 明 
比较 复杂 ， 我 们 这 里 不 再 详细 介绍 了 ， 感 兴趣 的 读者 请 参阅 有 关 
专著 ， 例 如 文献 [8] 第 五 章 S 4。 于 是 物质 连 络 的 存在 性 将 归结 为 
参考 标 架 从 上 结构 连 络 的 存在 性 从 而 得 到 证 明 。 


810.8 物质 连 络 的 可 积 性 条 件 


在 上 一 章 我 们 已 介绍 过 ， 一 个 连 络 多 称 为 可 积 的 ， 如 果 它 
与 一 横 截 面 族 的 切 空间 场 重合 。 此 外 ， 一 个 连 络 称 为 平坦 的 ， 如 
果 每 一 点 Xe .8 都 可 由 一 个 局 部 坐标 系 ( 尤 4) 覆 盖 ， 相 对 于 这 个 坐 
标 系 ， 党 的 连 络 符号 为 零 。 如 果 这 时 多 还 是 物质 连 络 ， 那 么 显 
RE (XO 导出 的 从 卡 是 一 个 物质 卡 。 因 此 ， 这 时 物体 是 局 部 均 
匀 的 。 当 然 ， 一 般 地 说 ， 平 坦 的 物质 连 络 的 存在 对 局 部 均匀 性 仅 
仅 是 充分 但 非 必要 的 。 

现在 我 们 分 两 步 来 讨论 一 下 一 个 连 络 对 平坦 连 络 的 偏离 ， 首 
先 我 们 讨论 可 积 连 络 对 平坦 连 络 的 偏离 ， 其 次 我 们 讨论 不 可 积 连 
络 对 可 积 连 络 的 偏离 。 在 每 一 步 我 们 都 得 到 表述 这 种 偏离 的 充分 
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必要 条 件 ， 我 们 还 将 看 到 物质 连 络 的 平坦 性 和 可 积 性 是 与 物体 的 
均匀 性 有 某 种 对 应 的 。 

第 一 步 ， 我 们 假设 连 络 多 是 可 积 的 ， 那 么 存在 覆盖 任 一 给 
定点 区 的 8 (多 ) 的 局 部 水 平 横 截面 ， 例 如 f。 令 (了 4) REX S 
城 的 局 部 坐标 系 ， 那 么 有 分 量 形式 


f={f420/0X4, B=1,2,3} (10.8.1) 
或 等 价 地 

f= RI/4s1(e), (10.8.2) 
这 里 e 是 (XX4) 的 自然 基 。 因 为 f 是 水 平 横 截面 ， 即 f 相 对 于 居 的 协 
ZERIE. 

Df=0, (10.8.3) 
或 写成 分 量 形式 

S+ Ti p=, (10.8.4) 


注意 到 分 量 矩 阵 [f2s] 是 非 奇异 的 ， 了 相对 于 (的 党 号 可 
表 成 


r=, . ` (10.8.5) 


从 上 式 我 们 看 到 金 是 平坦 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 坐标 系 (大 4)， 在 
其 中 f 的 分 量 是 常数 ，( 从 而 8f4p/0X°=0)， 或 等 价 地 标 架 f 与 该 
坐标 系 的 自然 基 重 合 . 由 8 9.3 末尾 的 讨论 我 们 知 后 一 结论 成 立 
鹊 充分 必要 条 件 是 
[fafs]=0, 1 和 4,B<3， (10.8.6) 
相对 于 坐标 系 (4)，Poisson 括 号 积 [f4,fa] 有 下 面 的 分 量 形 
式 ， 


8 o 
lta, fa l= (Pf A 1, (10.8.7) 
与 (10.8.4) 比 较 ， 我 们 看 到 
。253 + 


[f.,fs]=(T'f 一 Tifa ngko . (10.8.8y 


因为 [f4s] 是 非 奇异 的 ， 这 一 公式 显示 ，(10.8.6) 成 立 ， 当 且 仅 

当 连 络 符号 Ti 关于 两 个 下 标 对 称 。 š 
从 连 络 符号 的 变换 规律 (4.5.35) 我 们 看 到 场 ho 一 Tas) 

满足 张 量 场 的 分 量 的 变换 规律 ， 由 此 可 以 定义 一 个 张 量 $; 


Sst Tho— Tés, (10.8.9) 
称 为 连 络 多 的 挠 率 张 量 。 于 是 根据 挠 率 张 量 $， 可 积 连 络 居 是 平 
坦 的 充分 必要 条 件 是 

S=0. (10.8.10) 


上 面 我 们 讨论 了 平坦 的 连 络 和 可 积 的 连 络 之 间 的 差别 ， 这 种 
差别 可 由 找 率 张 量 $ 来 刻 划 。 挠 率 张 量 $ 的 几何 意义 可 以 完全 类 似 
于 § 8.2. 那 样 给 以 讨论 ( 它 正 对 应 着 位 错 理论 中 的 三 阶 位 错 密度 
张 量 )。 对 固体 晶体 而 言 ， 唯 一 的 物质 连 络 是 可 积 的 ， 于 是 固体 
晶体 的 物质 连 络 的 挠 率 张 量 完全 表征 了 物质 的 局 部 不 均匀 性 。 然 
而 ， 对 有 连续 的 同 格 群 的 物体 ， 例 如 流 晶 ， 物 质 连 络 一 般 既 不 平 
坦 也 不 可 积 。 因 此 ， 我 们 有 必要 讨论 一 下 连 络 的 可 积 性 条 件 。 

由 (9.5.28) 式 我 们 知道 ， 相 对 于 提升 坐标 系 (X4,v3)， 水 平 
空间 和 cz, 已 是 由 下 述 集合 张 成 的 ， 


这 
E ,,- ruh r)a , 4=1,2,3}. 
© (10.8.11) 
正如 在 § 9.5 我 们 已 经 讨论 过 的 那样 ， 由 Frobenius 定理 ， 流 形 
了 ( 罗 ) 上 的 1 维 光 滑 切 子 空间 场 多 可 积 的 充分 必要 条 件 是 多 相对 
于 (X4) 的 曲率 符号 恒 为 零 ， 
s -+ Tto lo Tto To=0, (10.8.12) 
由 曲率 符号 定义 了 一 个 张 量 场 R， 称 为 连 络 多 的 曲率 张 量 ， 条 件 
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《10.8.12) 又 可 等 价 地 写成 
R=0. (10.8.13) 
曲率 为 零 的 连 络 的 存在 性 是 和 参考 标 架 丛 是 否 平凡 相 联 系 
的 。 如 果 参 考 标 架 从 8 (. 罗 ,.) 是 平凡 的 ， 那 么 在 8 (多 ,x ) 的 
一 个 整体 横 截面 的 切 空 间 场 给 出 曲率 为 零 的 物质 连 络 。 反 之， 如 
果 物 体 多 是 单 连通 且 有 一 个 曲率 为 零 的 物质 连 络 ， 那 么 参考 标 架 
从 是 平凡 的 。 由 于 每 个 从 总 是 局 部 平凡 的 ， 对 每 一 点 六 总 存在 一 
个 物质 连 络 ， 它 在 瑟 的 邻 域 是 曲率 为 零 的 。 
曲率 张 量 的 几何 意义 也 可 按 S 8.3 那样 加 以 解释 〈 它 对 应 于 
缺陷 理论 中 的 四 阶 向 错 密度 张 量 ) .综合 上 面 两 步 的 结果 我 们 有 结 
论 ， 一 个 连 络 是 平坦 的 ， 当 且 仅 当 它 的 挠 率 和 曲率 均 为 零 。 对 于 
物质 连 络 ， 上 述 结论 给 出 了 下 面 的 局 部 均匀 性 的 特征 ， 一 个 物体 
在 点 兴 处 是 局 部 均匀 的 ， 当 且 仅 当 存在 物质 连 络 ， 它 的 曲率 和 搅 
率 张 量 在 点 洛 的 一 个 邻 域 均 为 零 。 这 个 结论 意味 着 局 部 平坦 的 可 
积 的 物质 连 络 的 存在 是 等 价 于 局 部 均匀 性 的 。 换 名 话说， 物质 连 
络 的 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 表示 了 物体 .9 的 局 部 不 均匀 性 。 于 是 我 
们 可 以 把 第 八 章 的 讨论 完全 搬 过 来 ， 例 如 ， 对 固体 晶体 而 言 ， 唯 
一 的 物质 连 络 是 可 积 的 ， 这 时 这 个 可 积 的 物质 连 络 的 挠 率 张 量 就 
表征 了 § 8.2 位 错 理论 中 的 物体 的 位 错 密度 张 量 。 更 一 般 地 ， 物 
质 连 络 的 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 都 可 以 不 为 零 , 此 时 相应 的 是 88.3 
的 一 般 缺 陷 理论 。 位 错 、 向 错 和 缺陷 都 是 物体 的 不 均匀 性 的 种 种 
具体 表现 。 因此， 就 结果 而 言 ， 第 八 章 的 讨论 在 这 里 是 完全 适用 
的 ， 我 们 不 再 重复 了 。 但 是 应 该 指出 ， 本 章 介绍 的 理性 理论 从 概 
念 上 与 上 几 章 是 非常 不 同 的 。 我们 已 经 看 到 、 本 章 的 全 部 讨论 都 
是 从 物体 的 本 构 假设 出 发 的 。 一 旦 一 个 物体 的 本 构 方程 建立 起 
来 ， 物 体 的 几何 结构 (物质 切 从 、 参 考 标 架 从 以 及 物质 连 络 ， 从 
而 连 络 的 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 ) 就 完全 确定 了 。 于 是 ， 几 何 结构 
是 理论 的 自然 的 结果 ， 而 不 是 最 初 的 假设 。 这 样 的 理论 框架 将 显 
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得 更 加 自然 和 统一 。 而 且 ， 作 为 整个 讨论 的 出 发 点 的 本 构 假设 是 
非常 一 般 的 ， 这 样 的 一 个 理论 可 以 期 望 能 被 应 用 于 更 广泛 的 领 
域 ， 而 不 必 只 限于 弹性 体 或 固体 。 一些 作者 已 应 用 该 理论 去 讨论 
非 均匀 弹性 体 ， 建 立 起 这 些 弹性 体 的 运动 方程 并 得 到 一 些 静 力学 
和 动力 学 问题 的 通 解 。 上 述 理论 也 已 被 推广 到 热 弹 性 体 乃 至 非 弹 
性 体 。 总之， 这 个 理性 的 变形 体 非 协调 理论 的 理论 框架 是 近代 流 
形 论 在 物理 和 力学 问题 中 应 用 的 成 功 范例 ， 并 且 有 待人 们 进一步 
完善 和 发 展 。 
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第 十 一 章 ”位 错 的 规范 场 理论 简介 


基本 粒子 物理 是 物理 学 最 活跃 的 前 沿 学 科 之 一 。 在 多 种 多 样 
的 基本 粒子 理论 中 ， 对 称 性 理论 居于 主导 地 位 。50 年 代 发 现 了 字 
称 不 尽 守 恒 ， 完 善 了 基本 粒子 的 时 空 对 称 理论 。60 年 代 建立 了 么 
正 对 称 理论 ， 预 言 了 夸克 的 存在 ， 进 入 了 基本 粒子 的 夸克 时 代 。 
70 年 代 确立 了 弱电 统一 规范 理论 ， 初 创 了 量子 色 动力 学 ， 开 始 了 
规范 理论 的 统治 局 面 。 

物理 学 中 的 场 论 理论 与 方法 ， 也 是 处 理 连续 统 力学 行为 的 适 
宣 工 具 之 一 。 经 典 连续 统 场 论 的 静 力 3 SF IE #Ë 是 1972 年 给 出 
的 (21. 用 近代 物理 中 规范 场 的 方法 去 处 理 位 错 和 向 错 ， 还 是 一 个 
刚刚 开始 的 研究 领域 。1978 年 我 国 的 欧 发 研究 了 位 错 的 规范 变 
换 '"1,1979 年 国外 煌 恕 发 表 了 晶体 缺陷 规 范 场 理论 的 结果 "92, 
到 了 1983 年 第 一 本 关于 位 错 和 疝 错 的 规范 场 理论 的 专著 se 问世 
了 .这 是 一 个 方兴未艾 的 新 的 学 科 方 向 ,并 正 引起 国内 外 许多 学 者 
的 关注 。 在 结束 本 书 之 前 ， 我 们 简单 介绍 一 下 变形 体 非 协调 理论 
的 这 个 新 领域 .至 于 有 关内 容 的 详细 介绍 请 参见 有 关 文献 "7, 而 
在 介绍 位 错 的 规范 场 理论 之 前 ， 有 必要 先 介绍 一 下 规范 对 称 性 、 
破 缺 对 称 性 等 规范 场 的 基本 概念 。 这 些 内 容 主要 参考 [5][31]。 


811.1 经 典 场 


在 物理 学 中 ， 通 常 将 具有 不 可 数 无 穷 多 个 自由 度 的 物理 系统 
叫做 场 。 这 里 的 “不 可 数 无 穷 多 ”的 含义 ， 还 指 描述 场 状态 的 物 
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理 量 一 一 场 量 $ (x) 在 时 空 系 中 可 取 不 可 数 无 穷 多 个 值 ， 一 般 地 
记 

中 (x) 一 ( 几 (x)，?E7)， (11.1.1) 
而 当 

(x= $x), (x), bn(x)) (11.1.2) 
时 ， 该 物理 系统 的 自由 度 便 是 有 限 数 尽 ， 这 时 的 场 函 数 与 单 粒 子 
的 波 函数 等 同 。 于 是 加 (x) (a=1,2,--., N) 起 着 有 限 自 由 度 力学 
系统 中 广义 坐标 的 作用 ， 

在 场 论 中 ， 人 们 总 是 先 研 究 “ 自 由 场 ” 一 一 孤立 场 ， 然 后 再 

进而 研究 二 种 或 多 种 场 的 耦合 。 从 而 ， 必 须 研 究 它 们 之 间 的 交互 


作用 。 - 
设 自 由 场 $(x) 的 Lagrange 函数 为 
LL=L($(x), 0,06G0)=1($,8,4), (11.1.3) 
FARETE 
Š “S= f Leapa, (11.1.4) 


这 里 ;人 是 4 维 空间 的 一 个 区 域 。 一 个 力学 系统 的 运动 可 用 它 的 
Lagrange WRLC) 或 作用 量 泛 函 S 去 描述 ， 这 表现 为 下 面 
的 一 条 公理 , KIE 
Hamilton 最 小 作用 量 原理 ， 一 个 力学 系统 总 存在 -个 作用 
量 泛 函 S() ， 这 个 泛 函 对 于 实际 运动 取 最 GB) 小 值 。 因 此 ， 
它 的 一 次 变 分 等 于 等 ， 即 
aso = | SE et ay A@,ge) |dV =0, (11.1.5) 
当 边界 条 件 | 
o|, =0 I (11.1.6) 
成 立时 。 式 中 ，6V 表示 的 周 界 曲面 。 在 本 章 我 们 用 小 写 希 腊 字 
母 0,P,y 二 1,2,… ,四 表示 场 的 分 量 指标 ， 而 用 小 写 希 腊 字母 u, 
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,4,0 一 1,2,3,4 表 示 四 维 时 空空 间 坐标 的 指标 ， 其 中 交 一 坟 。 对 
重复 指标 仍 采用 求 和 约定 。 当 然 ， 指 标 4,B6,… 是 从 1 到 丸 求 和 ， 
而 指标 和 ;pv,0 是 从 1 到 4 求 和 。 在 不 致 引起 混淆 的 地 方 就 不 再 说 


HY. . 
经 典 场 论 中 一 个 十 分 重要 的 定理 表明 ， 
Hamilton 原理 等 价 于 Euler-Lagrange 《以 后 简 记 为 EL) A 


程 组 : 
a 一 9 ($ sN -)=0, a=1,2,--,N. (11.1.7) 
事实 上 ， 注 意 到 变 分 和 微分 的 次 序 可 以 互 换 ， 
Ôlha, n) = (66),» (11.1.8) 
以 及 
ðL aL aL 
rN 3), =( ag), e+ Ipa, oe 
(11.1.9) 
kas 


agay tenlar We), Ca), e 


(11.1.10) 
HERR A Hamilton 原理 的 (11.1.5) RHA 


Lg C ader) lar agi ), ,dro 


(11.1.11) 
Ra 
ðL 
IK Oga,, J òga ), 2 | faru panad S=0, 
(1.1.12) 
AR, nH KAIER. FERA óó, 的 任意 性 便 可 以 
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从 (11.1.11) 证 得 EL 方程 组 。 

在 定 域 性 场 论 中 ，Lagrange 函 数 常 表现 为 

L=L(ġa, osas $a, nr), (11.1.13) 
Bp Lagrange 函数 依赖 于 场 量 加 和 它 的 一 、 二 阶 导 数 ， 此 时 
Hamilton 原理 的 边界 条 件 (11.1.6) 变 为 


ga | =°, dand |,,=0. 01.1.14) 


用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 Hamilton 原 理 等 价 于 如 下 的 EL 方程 
组 ; 


[OE at). s sma. 
(11.1.15) 
经 典 场 论 也 叫 作 Lagrange 场 论 。 下 面 几 种 自由 场 的 例子 是 
Hamilton 原理 或 Lagrange 场 论 的 具体 表现 。 
(1) 标量 场 〈 物 质 场 ) 
按 场 论 的 观点 ， 自 由 粒子 场 对 应 于 自由 量子 场 , 简称 自由 
场 。 最 简单 的 自由 场 是 只 有 一 个 场 量 的 场 ， 即 标 量 R 
场 。 只 有 用 交互 作用 才能 区 分 这 两 种 场 。 由 于 这 里 的 场 变 量 只 有 
一 个 空间 分 量 ， 它 所 能 描述 的 微观 粒子 的 自 旋 是 零 。 
设 $%(x) 是 场 量 ， 其 中 x 一 (XL， 和 2，xs，x4)，%t 一 计 是 时 空 坐 
标 ， 而 时 空 的 度量 是 guv， 它 满足 
(dx)t=g,,dx"dx' = (dx)? + (dxt)3+ (dx’):— (dt), 
(11.1.16) 
因为 场 的 观念 是 与 一 个 空间 的 物质 分 布 相 联系 着 的 ， 实 标量 
场 作为 动力 系统 的 独立 力学 变量 是 $ 和 $,s。 因 此 ，Lagrange P 
数 为 


L=LG@,4,)=—+(,,, +m, (11.1.17) 
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而 且 有 


IL my (11.1.18) 
和 

于 -bn : 《11.1.19) 

(g), =, =P, (11.1.20) 
这 里 ， 微 分 算 子 


(11.1.21) 
其 中 A 是 通常 的 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 。 于 是 ， 实 标量 场 $ 的 EL 方 
程 ， 即 相对 论 性 波动 方程 为 
(L]—m')ó=0, (11.1.22) 
该 方程 就 是 人 们 熟知 的 Kiein-Gordon 方 程 。 
(2) 复 标量 场 
众所周知 ， 在 实 标量 场 理 论 中 ， 它 所 描述 的 粒子 是 不 荷 电 
的 ， 并 且 只 描述 粒子 与 反 粒 子 全 同 的 介子 的 性 质 与 运动 规律 。 但 
是 ， 自 从 相对 论 量子 力学 的 电子 理论 提出 反 粒 子 与 反 粒 子 - 粒 子 
对 的 概念 之 后 ， 荷 电 相 等 而 符号 相反 的 同类 粒子 场 被 看 成 粒子 ~ 
反 粒 子 对 。 这 样 的 粒子 具有 两 个 荷 电 自 由 度 。 如 果 我 们 试图 用 量 
子 场 论 来 描述 粒子 - 反 粒 子 对 的 性 质 和 运动 规律 ， 则 场 量 应 B 有 
两 个 独立 分 量 ， 中 (x) 一 (办 (x)， 内 (x))。 实 践 证 明 ， 一 个 场 量 是 
复 函 数 的 标量 场 或 性 标量 场 就 能 实现 上 述 目的 。 
我 们 设 %(x) 是 复 标量 场 的 场 量 ， 则 B(x) 也 是 一 个 独立 的 场 
量 。 为 保证 Lagrange 函数 是 实 的 这 一 基本 要 求 ，Lagrange 函 
数 应 是 
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L=0,#6,4—m49. (11.1.23) 
于 是 ， 我 们 可 以 得 到 EL 方程 分 别 为 


(OD—m)$=0, (11.1.24) 
和 
-mg =0. (1.1.25) 
(3) 电磁 场 
电磁 场 的 宏观 运动 规律 ， 就 是 经 典 的 电动 力学 方程 组 
taras 8, Fas=0, (11.1.26) 
8,F,,=0, (11.1.27) 


式 中 er RATUNEK, Berl; 
F,, 是 电磁 场 的 场 强 张 量 ， 是 反对 称 的 二 阶 张 i F,,=—F,,. 
当 用 电磁 势 〈 四 维 向 量 ) 4s 来 表示 F a 时 有 


F,,=8,A,—8,A,. (11.1.28) 
电磁 场 的 自 旋 为 1。 而 自 旋 为 1 的 场 的 Lagrange 函 数 可 写 为 
L=— 1G,Ay—+ mA (11.1.29) 


AWPTIBR83, m=0, MIEL C(11.1.29) 822] 883605 Larange 函数 


I L=- +G,A*, (11.1.30) 
因为 
说 =0, I 《11.1.31》 
JA, 9.4, G11.1,32) 
FE, RISI BDSM SEE 
04,=0. : (11.1.33) 


不 难看 出 ， 与 标量 场 不 同 ， 电 磁场 是 m=0， 自 旋 等 于 1 的 向 量 
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场 ， 而 4, 是 向 量 势 。 

(4) Dirac 场 

Dirac 场 又 叫 旋 量 场 ， 它 是 描述 自 旋 等 于 1/2 的 粒子 的 性 质 
和 运动 规律 的 。 它 不 同 于 标量 场 和 向 量 场 。 

引入 4x4 的 Dirac 的 ?矩阵 


0 一 iay ` 
»=[ po g=1,2,9 
tO; 0 
其 中 


ai hei heii) 


I 0 (11.1.34) 
f wx=[， ZI ]=2, 
其 中 
1 0 
l= ñ 
kos: 
这 些 和 矩阵 满足 - 
入 一 ?us .(11.1.35) 
yep +y y =26,,, (11.1.36) 
这 里 ?+ 表示 ?的 厄 密 共 本 和 矩阵， 并 且 进 而 定义 
Ye PPYP `` (11.1.37) 


o, = lnler Oy. (11.1.38) 


为 了 保证 Lagrange 函数 是 实 标量 ， 旋 量 场 的 Lagrange Pñ 
数 应 为 


L=—%(x)(y,9, HYS). (11.1.39) 
由 (11,1.7) 得 Dirac 场 的 运动 方程 为 
(yrða +m)0==0 (11.1.40) 
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与 伴随 Dirac 方程 
Py — mP =0. (11.1.41) 
(5) Dirac 场 -电磁 场 耦合 
在 场 论 中 ， 人 们 总 是 先 研究 自由 场 ， 然 后 再 研究 二 种 或 多 种 
场 的 耦合 。 当 存在 几 种 场 的 耦合 时 ， 其 重点 是 如 何 处 理 交互 作用 
问题 。 我 们 设 Dirac 场 与 电磁 场 交互 作用 部 分 的 Lagrange 函数 
记 作 
Los=ieP y, A, (11.1.42) 
则 耦合 场 的 总 的 Lagrange 函数 是 


L=—PO,6, +m) pE (8,4) Hey pAn (11.1.43) 
对 64,， 遇 和 6 分 别 求 变 分 并 由 (11.1.7) 式 得 到 


D14,=—-7, AW, (11.1.44) 

[p.(8,—ie A.) +m]0=0 (11.1.45) 
和 

(Oaie An) Pya mP. (11.1.46) 


由 此 看 出 ， 有 电磁 场 耦 合 时 的 Dirac 方程 (11.1.45) 和 
《11.1.46) 式 可 以 看 成 是 从 (11.1.40)2 和 (11.1.41) 式 经 过 如 下 变 
换 

8,+D,=8,TieA, (11.1.47) 
后 得 到 的 。 我 们 称 D; 为 协 〈 共 〉 变 导数 。 物 理学 中 将 8 HRR 
D, mi 做 最 小 电磁 博 合 原理 。 它 是 处 理 交互 作用 的 一 种 绝妙 的 数 
学 技巧 。 在 后 面 的 第 四 节 中 我 们 还 要 进一步 介绍 。 


$11.2 时 空 连续 变换 下 的 不 变性 


对 称 理论 是 基本 粒子 理论 的 重要 内 容 ， 规 范 不 变性 是 场 的 -一 
种 基本 对 称 性 。 为 了 便于 理解 对 称 理论 的 观点 和 方法 ， 我 们 先 介 
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绍 一 下 场 在 时 空 连续 变换 下 的 不 变性 ， 然 后 进入 规 范 不 变性 的 
讨论 。 时 空 连续 变换 下 的 不 变性 包括 平移 不 变性 和 洛 伦 效 不 变 
性 。 平 移 不 变性 反映 时 空 的 均匀 性 ， 是 能 量 、 动 量 守 E R 的 基 
础 。 洛 伦 兹 不 变性 是 四 维 时 空转 动 下 的 不 变性 。 反 映 四 维 时 空 的 
各 向 同性 。 它 所 包括 的 三 维 空间 转动 下 的 不 变性 ， 是 动量 矩 守 值 
的 基础 。 
时 空 平移 是 指 时 空 坐 标 x* 的 平移 变换 ， 定 义 为 
xx mx +b”, (11.2.1) 
x” =x" m x" mb", (11.2.2) 
b4* 是 与 x 无关 的 常数 ，4 二 1,2,3,4。 
在 这 个 变换 下 ， 场 量 4e(x) 也 要 发 生 相 应 的 变化 。 人 们 认为 ， 
变换 前 后 的 场 量 应 相等 ， 即 
$.(x)> $; (x”)=ó.(x), (11.2.3) 
a=1,2,-=, N 是 场 的 分 量 指标 。$;(x”) 由 两 重 变 化 而 成 ， 作 
为 x 的 函数 ， 它 随 x EH pO, 由 于 场 本 冉 的 性 质 ， 它 变换 为 
$4《x)， 而 上 且 定义 特征 变换 为 


Ôpo(x) =p: (x)—pa( X)» 1.2.4) 
由 (11.2.3) 式 得 到 
$; (x)=ó,(x—b)=ó,(x)—b”8,$,(x), (11.2.5) 


E G1.2,5) 式 中 我 们 假定 了 b” 是 一 个 小 量 且 只 到 一 阶 近似 。 因 
此 ， 场 量 的 特征 变换 为 
pal x)= —b" ppal X). E (11.2.6) 

人 们 认为 ， 时 空空 间 是 均匀 的 ， 在 时 空空 间 各 点 发 生 的 物理 
规律 应 该 是 相同 的 。 因 此 ， 用 来 描述 物理 规律 的 Lagrange 函数 
或 EL 场 方程 组 在 不 同 的 时 窄 点 应 该 具有 相同 的 形式 , 换 句 话说， 
在 上 述 平移 变换 下 ，Lagrange 函数 是 不 变 的 ， 即 

L(é.G), 9,é.(x))>L' (š (x), Orehi 

=L(é: (x), pptx’) 
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=L(éa(x), 8,fa(x)), (11.2.7) 

式 中 第 一 个 等 号 表示 变换 前 后 的 Lagrange 函数 的 形式 一 样 ， 第 
二 个 等 号 表示 变换 前 后 的 Lagrange 函数 的 大 小 一 样 。 这 种 不 变 
性 称 平移 不 变性 。 以 后 我 们 都 将 用 这 种 数学 形式 来 表示 各 种 变换 
下 的 不 变性 。 

从 上 述 的 时 空 均匀 性 、 平 移 不 变性 可 以 导出 能 量 、 动 量 守恒 
定律 。 事 实 上 ， 由 (11.2.7) 式 得 

L(é:(x), 8,$2(x))—L(ó.(x—b), 0,é.(x—b))= 0, 


(11.2.8) 
BJ) 
L(é:(x), 8,61(x))—L(ó,(x), 8,ó.(x)) 
+L(é,(x), 8,4.(x))—L(ó,(x—b), 8,4,(x—b)) 
; ðL ôL oaL 
-一 本 A OO taa paN + Br oe” 
Át aL š 
a laagan +L ] 
9 oL č `, ; 
- or [coho shal xY) + Lgsb ] 
=), Ñ (11.2.9) 
册 于 尹 是 任意 的 小 量 ， 所 以 从 上 式 得 到 
ô Riy 
| 一 0， (11.2.10) 
Rp : 
"aJ s dav : iA 8L 
x 了 一 6"ge(X) EAEI 3 (11.2.11) 


《11.2.11) 表 示 的 T” REDKA, DEKE, HUC11.2.10)zÇ 
表示 的 连续 性 方程 ;就 是 能 量 , 动 量 守重 的 微分 形式 ,对 (11.2.10) 
式 取 体积 分 得 
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Í, oT” | aT” ote araj aT” dy =0, 


Ox! Ox r Ox 
(11.2.12? 
Ot RR EA 
$, T“ dS,+2= = | Tay =o, G1.2.13) 


式 中 从 1 到 3 求 和 。 这 就 是 能 量 、 动 量 守重 定律 的 积分 形式 。 
把 (11.2.13) 式 应 用 到 场所 占有 的 整个 空间 ， 在 包 围 整 个 场 
的 表面 上 T “一 0，! 一 1,2,3, 则 (11.2,13) 成 为 


+ f,T“ =o, f (11.2.14) 

由 此 可 知 f ' 
p =f Thar, u=1,2,3,4 1.2.15) 

是 守恒 量 。 我 们 把 它 叫做 场 的 四 维 动量 。 而 
-E= T“ dV =| ,L$ dr) ay 1.2.16) 


是 场 的 能 量 ， 这 里 $。==dp。/dt， 
p= =|, T“ av=], n(x)0pa Xd i=1,2,3 


(11.2.17) 
是 场 的 动量 。 以 上 诸 式 中 的 
s aL : 
aris š (11.2.18》 


是 和 场 量 加 (x) 相 应 的 正则 动量 〈 密 度 )。 
下 面 我 们 讨论 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 。 时 空 坐标 作 变 换 - 
XX Ox (11.2.19) 
且 满足 条 件 


x 


EL See (11.2.20) 
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则 称 为 洛 伦 兹 变换 。Q” 是 和 x' 无 关 的 变换 系数 。 由 上 式 可 知 它 


应 该 满足 条 件 . 

QQ, =gh. (1.2.2) 
如 果 QP amg” +e”, (11.2.22) 
E” 是 一 个 小 量 且 满足 反对 称 条 件 I 

e= e, (11.2.23) 
那么 就 是 无 穷 小 洛 伦 北 变 换 。 这 时 

Ox" mm! — x= x, (11.2.24) 


在 无 穷 小 洛 伦 兹 变换 下 ， 场 量 加 《x) 也 应 该 作 一 个 无 穷 小 变 
换 ， 即 


DaD yh +S... 000, 11.2.25) 


式 中 的 Swrep 是 由 场 量 ó,Cx) 的 性 质 确 定 的 变换 系数 ， 实 际 上 是 
了 内 相 应 粒子 的 自 旋 确 定 的 变换 系数 。i/2 是 为 了 使 Sw,ep 的 意义 更 
大 确 而 引进 的 ， 幢 (x) 也 包含 两 重 变换， 它 的 特征 变化 为 

pal x) mpi (x) =al). (11.2.26) 
出 (11.2.25) 式 可 知 


impala 6 + eS apC 6x) 
=o, pa) Hier Sara) 


mp HEME aða, og HiS arso, 


(11.2.27) 
代入 (11.2.26) 式 得 


apa eT Cend, =a Aas HS sss on x), 


(11.2.28) 
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在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ， 可 以 用 

LEC’ Y, Oppi IY= aX), Opal) (11.2.29) 
来 表示 ， 它 皮 映 时 空空 间 的 各 向 同性 。 由 它 可 知 

LCAC), OsbsCxX))—L baxX—ex), Odalx—ex)) 


ðL ðL ðL 
=- 90430.4099 Hr x" 


-Alagao öġa(x) + Lg” öx |=0. (11.2.30) 


把 (11.2.23) 和 (11.2.28) 代 入 上 式 得 
总 的 -和 > 4[ (X04 — X10,) 6p HiS a op ld (x) 


+Lg''e, x B: 
1 +. 8 aL 
= a {sl oL- aaga e] 
SA ðL 
-a| SL- ap) 8, $o) ] 


+ S, GO }=0. 1.2.31) 
由 于 "是 任意 的 ， 因 而 将 (11.2.11) 代 入 就 得 到 
25, ,=0, (11.2.32) 
其 中 
Ma pm T ss mT sti Saa, 


(11.2.33) 
这 就 是 四 维 动量 矩 守 恒定 律 和 四 维 动量 矩 张 量 。 而 守恒 的 四 维 动 
EERE 
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Ta = u... ay, ! U  G.2.30 
3⁄4 2, y>, j=1,2,3N BL 368 6035 18 
Tu ,ExT ssT utin Cx) Sip ay, 
(11.2.35) 
显然 ， [| Sisa Od 


是 自 旋 动 量 矩 。 

从 以 上 论述 可 知 ， 对 称 性 、 不 变性 和 守重 定 律 是 紧密 联系 着 
的 ，Noether 定理 早 就 指出 了 这 种 联系 。 这 种 联系 使 对 称 理论 在 
物理 学 中 占有 重要 的 地 位 。 


811.3 整体 规范 不 变性 


上 节 我 们 讨论 了 场 在 时 空空 间 的 连续 不 变性 。 现 在 我 们 转 入 
正题 ， 讨 论 规范 不 变性 即 场 在 内 部 空间 的 对 称 性 。 内 部 空间 是 为 
Tuan ra menes RTE ETN us 
等 而 引入 的 抽象 空间 。 

在 规范 理论 中 ， 内 部 空间 的 “转动 ” 用 规范 群 G 米 表示 。 规 
范 群 是 鼻 于 时 空 变换 群 的 场 量 变换 群 . fk Noether 对 称 性 定理 ， 
每 一 种 规范 群 不 改变 场 方程 的 形式 ， 且 它们 还 支持 一 种 守恒 律 。 
规范 群 的 元 素 写 作 


u(0)=exp[ —í0°T,], (11.3 1) 
T。 是 群 G 的 生成 元 ， 满 足 对 易 关 系 
[To, To] =ift ,Ty, (11.3.2) 


fio 是 群 G 的 结构 常数 ，a,B,y=1,2,…, 信 ,入 是 群 的 维 数 ， 它 等 
于 生成 元 的 个 数 。 名 是 群 G 的 参数 ， 叫 做 群 参 数 ， 也 有 六 个 。 
例如 在 量子 动力 学 中 采用 的 一 维 么 正 变换 群 V(1) 中 
u(0)=exp[ 一 ;0Q]， (11.3.3) 
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其 中 6 是 群 参 数 〈 常 数 )， 电 荷 算 子 Q 一 T 是 生成 元 。 
如 果 规 范 群 是 SU(z) 群 ， 那 么 尺 一 至 一 1， 就 有 中 一 1 个 生成 
元 Te。，a 二 1,2,… ,? 一 1。 群 元 素 的 表示 UO 就 是 么 正 、 么 模 的 
卸 阵 。 生 成 元 的 表示 就 是 厄 密 、 无 迹 的 和 矩阵。 而 且 ， 在 到 一 1 个 
生成 元 由 。 有 ?一 1 个 是 可 以 同时 对 角 化 的 。 
如 果 规 范 群 是 n 维 实 空间 的 转动 群 ， 那 么 六 =n(n 一 1)/2， 就 
有 nCn 一 1)/2 个 生成 元 、 它 的 表示 Ts。，a 二 1,2,… ,n(n 一 1)/2 就 是 
厄 密 、 纯 虚 、 反 对 称 的 矩阵 。 它 的 基本 表示 可 以 写成 
Lag= mil Eag — Ega), (41.3.4) 
其 中 矩阵 op 的 第 y 行 第 6 列 元 素 为 
( 巨 op)ys 一 6oy6ps， a,B,y,0=1,2,.",n, (11.3.5) 
群 的 生成 元 可 以 用 作 描 写 场 粒子 性 质 的 算 子 。 在 具体 问题 
中 ， 要 选择 什么 桩 的 规范 群 ， 归 根 结 底 要 由 场 粒子 的 具体 性 质 来 
确定 ， 要 由 粒子 之 间 的 相互 作用 规律 来 确定 。 
”在 内 部 空间 的 “转动 ”下 ， 场 量 $o(x) 作 变换 
$. (x)>ó;(x)=exp[ ~—i0 TY gx), (11.3.6) 
这 种 变换 所 做 规范 变换 。 当 群 参 数 0" 是 与 时 宅 翁 标 x 无 关 的 常数 
时 ， 时 空 各 点 的 场 量 都 作 同样 的 变换 ， 叫 做 整体 规范 变换 如果 
群 参 数 印 是 时 窒 佣 标 x 的 函数 ge(x)， 那 么 场 量 在 时 空 各 点 将 可 能 
作 各 自 不 同 的 变换 了 ， 这 时 的 变换 叫做 定 域 规范 变换 。 在 这 一 节 
我 们 先 只 讨论 0" 与 x 无 关 的 整体 规范 变换 。&;Piy,6=1;2,…,n 是 
场 在 内 部 空间 的 分 景 指标 ，7 是 内 部 空间 的 天 示 的 维 数 ，74， 是 
生成 元 T。 的 n 维 表示 ， 是 nx sn 和 矩阵 的 矩 阵 元 。n 维 表示 空间 的 向 时 
中 (Xx) 的 n 个 分 量 go《(Xx)，a=1,2,… n, 可 以 写成 


(x) 
wo-| "| 1.3.7) 


Pa (x) 
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它 在 内 部 空间 “转动 ”下 的 交换 即 规范 变换 (11.3.6) 式 可 以 简写 
成 
$'(x)=exp[ —i0°T,)$(x), (11.3.8) 
应 注意 这 里 Ts 一 般 地 是 nx# 和 矩阵 、 由 于 "是 与 时 空 坐 标 无 关 的 常 
数 ， 场 量 的 时 空 导数 9, 申 (x) 就 象 场 量 (Xx) 一 样 变换 ， 即 
0,0(x)>8,$ (x)=ezp[ —i0°T,]3,$(x). (11.3.9) 
如 果 物 理 系 统 的 Lagrange 函数 乙 在 整体 规范 变换 下 不 变 , 即 
L'=L'(ç'(x), 8,,ç&'(x'y)=L(#'(x),8,#“(x)) 
=L($(x), 8,$(x)), (11.3.10) 
我 们 便 说 Lagrange 函数 具有 整体 规范 不 变性 。 它 描述 了 物理 系 
统 在 内 部 空间 的 对 称 性 。 和 上 节 一 样 。 我 们 可 以 从 (11.3.10) 导 
出 相应 的 守恒 定律 和 守恒 量 。Noether 对 称 性 定理 所 要 求 的 规范 
变换 群 常 是 无 穷 小 变换 群 。 在 无 穷 小 变换 下 ， 群 参数 9* 是 无 穷 小 
量 ， 可 以 关于 0 展开 到 一 次 式 得 到 


uch) mli Ta, (11.3.11) 
于 是 ， 规 范 变换 (11.3.8) 变 为 
#'(x)=(1—i0°T.)$(x), (11.3.12) 
(L IEI CX)—$x)=—i0 Tb(x). (11.3.13) 
由 (11.8.10) 式 按 二 元 函数 的 Taylor 展 式 展开 并 赂 去 高 阶 小 量 


后 得 到 
LCR (xy, 90,#0'(x))— L(@(x),9,$(x)) 


aL si L 
TIG) $lx) + Ia, [2 X22222 


ð ôL ， 
=-= sapr %o)]=o. (11.3.14) 
将 (11.3.13) 代 入 并 考虑 到 8° 的 任意 性 ， 就 得 到 
0,1:=0, (11.3.15) 


式 中 
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aL 
CAIC 1 
30, pyy tO. 01.3.10) 


这 就 是 和 所 讨论 的 内 部 对 称 性 相应 的 守恒 定律 。 天 是 守恒 流 ， 相 
应 的 守恒 荷 是 I 
q.=| ray =i 人 ooT9coar， (11.3.17) 


其 中 w(x) 是 由 (11.2.18) 表 示 的 和 场 量 相应 的 正则 动量 。 
例如 ， P E 则 T。 是 电荷 算 子 Q， 


Ji=—i 


J’ iy LEY) Qo(x) 
是 电流 密度 ， 这 时 的 整体 规范 群 U(1) 支 持 电荷 守恒 定律 
91*=0, (11.3.18) 


当 讨 论 的 内 部 对 称 性 是 同位 旋 ， 则 T。 是 同位 旋 算 子 的 表示 矩阵， 
;是 同位 旋 流 ， 这 时 整体 规范 群 SU (2) 支 持 同位 旋 守恒 律 ， 
Bu7 一 0。 (11.3.19) 


$11.4 定 域 规范 不 变性 


在 上 节 我 们 说 到 规范 变换 用 规范 群 
u(02)=exp[ —í0°T,] (11.4.1) 
来 实现 ， 场 量 按 
ADG Cx) mexpi —i0°" Tl9(x) (11.4.2) 


的 规律 变换 。 当 群 参数 0" 与 x 无 关 时 ， 时 空 各 点 的 场 量 都 作 同 样 
的 变换 ， 叫 做 整体 规范 变换 。 当 群 参 数 9* 与 x 有 关 时 ，0° 是 x 的 函 
数 9(x)， 时 空 各 点 的 场 量 可 各 自 不 同 地 变换 ， 叫 做 定 域 规范 变 
换 ， 在 定 域 规范 变换 下 ， 场 量 按 

$x) > (x)=erp{ —i0(x) Tl$(x) (11.4.3) 
的 规律 变换 ， 而 场 量 的 导数 8 四 (x) 的 变换 
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8,#$(x)>8,$”(x)=exp[ —i0°(x)T,18,ó(x) 
—i8,0#(x)T,exp[ —i0°(x)T.]$(x) 

exp[ —i0°(x)T,]8,$(x) (11.4.4) 
和 场 量 %x) 的 变换 规律 不 一 样 。 这 是 和 整体 规范 变换 不 同 的 重 
要 特点 。 显 然 ， 把 在 上 节 说 到 的 在 整体 规范 变换 下 不 变 的 
Lagrange 函 数 工 推广 到 定 域 规范 变换 ， 由 于 6 和 (x) 和 中 (x) 不 再 
按 同 样 的 规律 变换 ，Lagrange 函 数 就 不 一 定 保持 不 变 ， 即 一 般 
地 

LPD, BaP ODDEL, BaD). (11.4 5) 

人 们 设想 ， 宇 宙 是 这 样 的 和 谐 ， 内 部 空间 是 这 样 的 对 称 ， 以 
致 物理 系统 ， 因 而 描述 它 的 Lagrange 函数 不 仅 在 整体 规范 变换 
下 不 变 ， 而 且 在 定 域 规范 变换 下 也 是 不 变 的 。 由 于 0 与 x 无 关 仅 
是 ?与 x 有关 的 一 个 特殊 情况 ， 整 体 规范 不 变性 仅 是 定 域 规范 不 
变性 的 一 个 特例 ， 应 该 把 整体 规范 变换 下 不 变 的 Lagrange 函数 
推广 到 定 域 规范 不 变 。 

如 上 所 述 ， 整 体 规范 不 变 的 Lagrange 函数 在 定 域 规范 变换 
下 不 再 保持 不 变 ， 原 因 在 于 场 量 的 导数 8 中 (x) 和 场 量 (Xx) 在 整 
体 规范 变换 下 按 同 样 规律 变换 ， 而 在 定 域 规范 变换 下 却 不 再 按 同 
一 规律 变换 了 ，。 由 此 看 来 ， 如 果 我 们 把 导数 8, 换 成 某 种 协 变 导数 
D,, 把 场 量 的 导数 8,$(x) 换 成 场 量 的 协 变 导数 Doa), 并 且 要 
求 场 量 的 协 变 导 数 忆 s$(x) 和 场 量 $(x) 按 同样 规律 变换 ， 即 

Di$x)>D:$'(X)=exp[ ~—id" Cx) Ts]D, b), 

We Gt.4.6) 
WA, hefikiLagrangemz La), D,t(x tira s 
域 规范 不 变 的 ， 

Lepa, Dip aD =La); D,a). (1.4.7) 
杨 振 宇 和 和 及. L, Mills53882538 aH REAREA 了 这 
个 问题 。 通 常 称 之 为 杨振宁 -Milis 理 论 。 而 将 8, 换 成 Ds 的 办 法 称 
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为 Y-M 最 小 耦合 原理 。 于 是 ， 问 题 妇 结 为 如 何 去 选 定 协 变 导数 。 
由 量子 电动 力学 启示 、 按 照 杨 -Mills 的 观点 ， 可 引进 规范 场 势 
A:《(x)， 定 义 协 变 导 数 为 


D,=3, +4,0, : (11.4.8) 
这 里 
AnCx) 一 一 1942(x)Tos (11.4.9) 


显然 ， 这 样 引进 的 规范 场 As(x) 和 规范 群 是 紧密 相连 的 。 相 应 于 
每 一 个 生成 元 T+。， 就 有 一 个 规范 势 A (x)。 此外， 规范 场 是 由 把 
导数 9, 换 成 协 变 导数 D。 的 (11.4.8) 定 义 的 ， 而 9, 和 Ds 都 是 四 维 
时 空 的 向 量 ， 这 意味 着 A2《x) 也 应 是 四 维 时 空 的 向 量 ， 和 规范 场 
相应 的 规范 粒子 的 自 旋 一 定 是 TI。 例 如 ， 光 子 、 中 间 玻 色 子 、 胶 
子 等 的 自 旋 都 是 1。9 是 相互 作用 常数 。 

引进 规范 场 As(x) 来 定义 协 变 导 数 九 *， 肯 在 使 场 量 的 协 变 
导数 站 (x) 在 定 域 规范 变换 下 有 和 场 量 $(x) 同 样 的 变换 规律 ， 
从 而 把 在 整体 规范 变换 下 不 变 的 Lagrange 函 数 L( 申 (x),0s 中 (x)》 
推广 为 在 定 域 规范 变换 下 不 变 的 Lagrange W% LO), 
Ds 中 (x))。 这 一 要 求 也 就 确定 了 规范 势 4? (Xx) 在 规范 变换 下 的 变 
摘 规 律 。 把 (11,4,8)，(11.4.9) 代 入 (11.4.6) 式 得 . 

(8,—igA7(x)T.)u(0)$ç(x)=u(0)(8,—igA1(x)T.)$OO, 


(11.4,10) 
由 此 可 知 
ASOT ACOTO) HEU), 
| C1.4.1D) 
这 就 是 规范 势 的 变换 规律 。 
在 无 穷 小 变换 下 ， I 
u(0)=1—iñ*T,, 01.4.12 
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.432T。= (I—i0°T.) AETAT) 
+T0—i0Tpy,(+i0°TƏ 


= AtT,—i0= ALT, T, ]—30,0°T, 
As Taite Aif tT B90"T, 
= AsTot firt A Ta B00"To, (11.4.13) 


这 里 只 保留 到 0 的 一 次 式 ， 于 是 
AOSA OD HFPA Ea, 
(11.4.14) 
这 就 是 规范 势 在 无 穷 小 变换 下 的 变换 规律 。 它 是 与 $(x) 场 的 表 
示 和 Te 无 关 的 。 
仿照 电磁 场 的 (11.1.26) 式 ， 我 们 可 按 
F,,=D,A,—D,A,, 
F,,=—igF;,T, } 
来 定义 规范 场 强 下,。 把 定义 D:、4, 的 (11.4,8)，(11,4.9) 式 
代入 (11.4.15) 得 到 
一 19F ?To 一 (8 一 ;1942To) (—igA?Ts) 
一 (8, 一 1g944Tp)( 一 1942To) 
= —ig8, A! Te+ig0, Ai Ta— 9AL ALL Ta, Te] 
= —ig(ð As —8, Ai) Taig f7 A: AT,, 
(11.4.16) 


(11.4.15) 


由 此 可 知 
Fi,=0.A;—0,A: +9gf 3r ALA. (11.4.17) 
这 就 是 规范 场 强 和 规范 势 之 间 的 关系 。 和 电磁 场 不 同 ， 多 了 由 于 
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结构 常数 jj* 半 0 的 一 项 。 这 是 非 Abel 规范 场 和 Abel 规范 场 的 
重要 差别 。 
从 定义 规范 场 强 的 (11.4.15) 式 来 看 ,FF;, (4 二 1，2，…; 
如 ;J，? 二 1，2，3，4) 的 个 数 和 生成 元 的 个 数 ， 规 范 势 的 个 数 
一 样 ， 也 是 个 ; 和 规范 势 不 同 ， 它 是 时 空空 间 的 入 个 二 阶 反对 
称 张 量 。 
规范 场 强 在 规范 变换 下 的 变换 规律 可 由 它 的 定义 式 
《11.4.15) 和 As(x) 的 变换 式 (11.4.11) 的 另 一 形式 : 
A;(x)=u(0)A,(x)u-1(0)+u(0)3,u-1(0) 《11.4.18) 
来 确定 。 由 于 
F;¿,=D;A;—D;A; 
=(0,+ADA;1—00,+ADA; 
s= (0,+uAÀA,u-!-ruy,ú-1) (uA,u-1+uƏ,u-1) 
—(0,+uÀA,u"1+u8,u-1)(uA,u-1-+u8,u-1) 
=u[ (3, +A,)A,—(3,+A,)A,]u~' 


=u(D,A, =D, DD UF, ut, (11.4.19) 
可 知 Fu;(x) 的 变换 规律 为 st Sea s 

F;,(x)=u(0)F,,(x)u-1(0), . ULE 
在 无 穷 小 变换 下 

uO) =T U ° i (11.4.21) 
于 是 (11.4.20) 变 为 

F's,(x)=PF;,(x)+f2y0r FY,(x), (11.4.22) 


虽然 ， 规 范 势 伴随 着 协 变 导 数 进入 场 量 $(x) 的 Lagrange 函 
数 上 (Cx)， 口 四 (x))， 决 定 了 规范 场 和 申 (x) 场 相互 作用 的 形 
式 ， 但 自由 的 规范 场 的 Lagrange 函数 仍 有 待 确定。 确定 的 条 件 
是 ， 它 应 该 是 规范 不 变 的 。(11.4.22) 表 明 规 范 场 强 不 是 规范 不 
变 的 ， 因 此 要 另行 裤 造 一 个 不 变量 。 由 (11.4.20) 式 得 

F;,F2”=uF,,u-tuF “u-1=uF,,F u, (11.4.23) 
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tr(F¿,F72')=tr(uF;,F ”"u -)=tr(F,F”)., - (11.4.24) 
这 表明 迹 tr(Fs,F*") 是 规 W 2 的 ， 可 用 来 构成 规范 场 的 
Lagrange ,函数 。 由 于 
tr(F,,F””)=tr[(—igF;,T,) (—igF*”#T,)1 
~ =g F, F” tr (T,T;) 
=— gF, F IT (R)ó;, 
=p T(R) F pF”, (11.4.25 
了 (R) 是 常数 ， 故 下 sro 开 "也 是 规范 不 变 的 。 所 以 仿照 电磁 场 ，， 
我 们 可 以 令 规范 场 的 自由 Lagrange 函数 为 ， 


Lym F"E pras G11.4.26y 


上 式 不 包含 4;(x) 的 平方 项 也 不 可 以 把 平方 项 加 入 上 式 ， 因 为 
它 是 破坏 规范 不 变性 的 。 可 是 场 量 的 平方 项 是 反映 相应 粒子 的 质 
量 的 ， 没 有 好 2(x) 的 平方 项 ， 就 意味 着 规范 场 没 有 质量 。 光 子 是 
没有 质量 的 ， 没 有 A;(x) 的 平方 项 的 理论 符合 客观 实际 。 然 而 ， 
中 间 玻 色 子 是 有 质量 的 , .没有 A; (x) 的 平方 项 的 理论 就 不 能 满足 
实际 的 要 求 。 如 何 使 规范 粒子 获得 质量 呢 ? 人 们 寄 期 望 于 对 称 性 
的 破 缺 , ;求助 于 Higgs 场 , .这 就 是 后 面 两 节 的 课题 。 


$11.5 Higgs 场 的 破 忌 对 称 性 


人 们 把 Lagrange 函数 为 
L=} optog ptet, (11.5.1) 


全 <0，4>>0 的 场 %(x) 电 做 Higgs 场 。 它 在 内 部 空间 可 能 有 多 个 分 
量 。 但 是 ， 它 在 时 空空 间 中 却 只 有 一 个 分 量 ， 因 而 也 称 之 为 标量 
场 ， 与 之 相应 的 粒子 的 自 旋 为 零 。 PAPA SR: < 
0, 且 有 自 相 互 作 用 ， AF0, 
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为 了 便于 阐明 Higgs 场 的 特点 ， 我 们 先 讨论 它 在 内 部 空间 只 
有 一 个 分 量 的 情况 。 这 时 (11.5.1) 式 变 为 ,“ 


=— la, gorg gp ) 
Lagor 5-4. (11.5.2) 


显然 ， 它 在 内 部 空间 的 反射 变换 $(x)-> 一 $x) 下 是 不 变 的 。 换 
句 话说 ， 它 在 内 部 空间 具有 反射 对 称 性 。 

可 是 ， 它 的 真空 态 却 不 具有 这 种 对 称 性 。 真 空 态 就 是 能 量 最 
低 态 。 场 的 Hamilton 密度 就 是 场 的 能 量 密度 。 把 %(x) 看 成 场 的 
广义 坐标 ， 它 的 广义 动量 按 定 义 和 (《11.5.2) 式 就 是 


要 
z= =W, (11.5.3) 


ÈH Hamilton 密度 就 是 
H(x)=x(x)$ (x)—L(x) 


š 3 
simo ti yoo Ag, (11.5.4) 


出 于 出 现在 上 式 中 的 场 量 的 时 空 导数 a, 都 是 平方 项 ， 而 且 系数 
为 正 ， 所 以 ， 能 量 最 小 的 条 件 为 8(x) 二 常数 = 加， 上 且 使 


VO = G11.5.5) 
取 最 小 值 ， 即 Er u 
(11.5.6) 


Sirmio. 
由 此 可 知 ， Higgs 场 的 能 量 最 低 态 ， 即 真 空 态 为 
ou S=- 1.5.7) 
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pr o. wa 
#=+/- 或 j= 一 /一 下 
我 们 认定 其 中 一 个 值 ， 例 如 
g= == H E (11.5.9) 
为 Higgs 场 的 真空 态 ， 此 时 ， 场 的 能 量 为 


E,=V,=— i . 
显然 ， 在 内 部 空间 的 反射 变换 下 ， 加 -> 一 办， 即 一 种 真空 变 为 A 
一 种 真空 。 换 句 话说 ， 选 定 的 真空 (11.5.9) 式 ， 在 内 部 空间 反射 
变换 下 不 是 不 变 的 ， 而 是 破 缺 的 。 我 们 称 这 样 的 对 称 性 为 真空 对 
称 自 发 破 缺 ， 或 叫做 自发 破 缺 对 称 性 。 这 哩 下 <0 意味 着 相应 的 
粒子 的 质量 是 虚 的 ， 虚 质量 粒子 可 能 以 超 光速 运动 。 由 此 可 见 ，， 
以 (11.5.2) 式 描述 的 Higgs 场 在 内 部 空间 反射 变换 下 Lagrange 
函数 是 对 称 的 ,站 空 是 破 缺 的 + 相应 的 粒子 的 质量 是 虚 的 ， 这 是 
Higgs 场 的 一 方面 的 特点 。 

Higgs 场 还 有 另 二 方面 的 特点 。 我 们 把 Higes 场 作 一 平移 


。 《11.5.8) 


(11.5.10) 


即 由 
$x) = (XY +u (11.5.11) 
定义 一 个 新 的 场 $(x)。 由 于 各 =v,， Br Dl $'(x) 的 真空 态 为 
册 二 0， 即 《I$(x)1>=0。 显然， 这 样 的 真空 在 内 部 空间 的 反射 
变换 (x) 习 一 (x) 下 是 不 变 的 ， 它 具 有 在 内 部 空间 的 反射 对 
称 性 。 
把 (11. 5.11) 代 入 (11. 5: 2) 得 新 Higgs 场 ó! (x) hy Lagrange 
函数 


Lgr =—1ə garg’ 4 一 A: 
ye 2. 4 ~ 44 
I C (11.5.12) 
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由 于 第 三 项 的 存在 ， 它 在 内 部 空间 的 反射 变换 (x) 一 V(x) 
下 不 再 是 不 变 的 。 我 们 说 它 是 破 缺 的 。 而 且 ， 第 二 项 表册 Higgs 


.粒子 的 质量 


m? — 
> =, m= —2p: (11.5.13) 


是 实 的 。 它 和 通常 的 质量 概念 是 一 致 的 。 

由 此 可 见 ， 由 (11.5.12) 描 述 的 Higgs 场 $'(x)， 在 内 部 = 
间 反 射 变换 下 ， 真 空 是 对 称 的 ，Lagrange M 数 却 是 狼 缺 的 ; 相 
垃 的 粒子 的 质量 是 实 的。 这 是 以 (11.5.2) 式 描述 的 Higgs 8⁄8) 55 
一 方面 的 特点 ， 因 此 ， 我 们 说 Higgs 场 具 有 两 面 性 。 

下 甬 ， 我 们 进一步 讨论 Higgs 场 的 性 质 和 Higgs 场 破 缺 的 程 
度 。 为 此 ， 我 们 讨论 比较 一 般 的 情况 。 设 想 Higes 场 在 内 部 空间 
有 7 个 实 分 量 《 一 个 复 分 重 包括 两 个 实 分 量 ) 。 令 

$ (x) 


| f 
: , (11.5.14) 


é. (x) 


(x)= 


则 
LDPD =i) +ói(x)+--.+d1(x). 《11.5.15) 
Lagrange 函数 为 


Pa 1 (8 q+0°4) a (+ Artis 
一 一 到 (av 一 -2 ($9)— ($$), (11.5.16) 


BR, CE n 维 内 部 空间 的 转动 下 是 不 变 的 。 或 者 说 ， 它 在 内 部 
空间 具有 旋转 对 称 性 ， 即 球 对 称 性 . 

实 # 维 空间 的 转动 ， 可 以 用 SO(n) 群 来 实现 。SO(m) 群 的 基 
HERAn, KEX, HHE. CAPTER MFE 
4 一 1)72 个 正 R @% fF fin 4 i kE ALATE A 
m—n(n—1)/2—n=n(—1)/24", EARN E B, SONR E 
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n(n 一 1)/2 个 群 参 数 ， 及 =n(di 一 1)/2 个 全 成 元 ， 这 些 生成 元 的 


基本 表示 可 写成 ` 
Lp 一 一 !(Eop 一 Epo)， “a, -12 < 011.5.17) 
这 里 Eop 是 xn 和 矩阵 ， 它 的 矩阵 元 是 
(ZLop)7s 一 6oy6je， (11.5.18) 
而 群 的 元 素 š š 
u(0)=exp[ —i0°PL,;].. “(11.5.19) 
在 这 不 群 变换 下 ， Higgs 场 的 变换 为 
#'(x)=u(0)0(x), - (11.5.20) 
OND OD; 


(11.5.21) 
“因而 (11.5.16) 是 不 变 的 。 
依照 前 面 的 讨论 ， 从 (11.5.16) 式 推 知 Higgs 场 在 


#'0=01+0i+- +di= = — a (11.5.22) 
时 取 能 量 最 低 态 。 换 句 话说 ， 它 的 真空 态 是 
vs 
Eg ANAE V,- ” 
e=] ;| (11.5.23) 
Un - Í 
mm 
v=vtv=vi +o + EST 
#niepsg 2 Birhplo=, EE PRENIE roscas 
真空 值 .如 果 我 们 以 和 (x)， 如 (Xx) ，…,$n(X) 为 "P ENNER 
A ARL- 且 把 真空 取 在 办 辅 上 ; 即 冷 U 
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$a 


0 

| ° 

go=<]$(x)1> = : h 
É 

了 h 


(11.5.24) 


显然 ， 这 样 的 真空 在 SOCn) 群 的 
转动 下 不 是 不 变 的 ， 即 发 生 了 真 
空 自发 破 缺 。 图 i 
为 了 进一步 分 析 真 空 破 缺 的 情况 , 我 们 把 (11.5.17)、 
(11.5.18) 表 示 的 上 生成 元 Eop 分 成 两 组 loe 和 K。: 
l= —i(Esp— Esa), a, B=1,2,%%,n—l, — (11.5.25> 


Ke=—i(Esn—Ena), a=1,2, =, n=l. (11.5.26) 
显然 ， 
0 0 
| 0 F ed 0 k (11.5.27) 
v v 
从 而 
exp[ 一 i0"plop]9o 一 和 (11.5.28) 
exp[ 一 ;beKe ]$, == Qas (11.5.29) 


这 表明 ， 由 (nm 一 1)(w 一 2)/2 个 生成 元 op 生 成 的 变换 仍然 保持 真 
空 不 变 ， 破 坏 真空 对 称 的 只 是 (一 1 个 生成 元 K。。 

把 上 述 的 真空 态 ge 和 生成 元 Las 作 一 相似 变换 ， 那 么 真空 态 
和 生成 元 的 表示 形式 将 不 同 ， 但 把 保持 真空 不 变 的 和 破坏 真空 对 
称 的 生成 元 区 分 开 来 的 性 质 仍然 存在 。 而且， 这 种 性 质 还 可 以 推 
广 到 一 般 情 况 。 所 以 ， 在 一 般 情 况 下 ， 我 们 可 以 用 


283。 


vs 
s| : J (11.5.30) 
Un 


来 表示 Higgs 场 的 真空 态 向 量 ， 用 


La, a=1,2,-.., N (11.5.31) 
表示 规范 变换 群 的 生成 元 , .其 中 

l, B=1,2,--,M (11.5.32) 
满足 

lev 一 0， (11.5.33) 
是 保持 真空 不 变 的 生成 元 ， 而 

Ky, >=1,2,--,N—M (11.5.34) 
满足 

Kyvs0， (11.5.35) 


是 破坏 真空 对 称 的 生成 元 。 可 以 证 明 ， 保 持 真空 不 变 的 生成 元 生 
成 的 群 元 素 构成 子 群 。 我 们 称 之 为 对 称 子 群 保持 Higgs 场 对 称 
的 子 群 ) ， 而 Kh(B 一 1,2,…, 有 一 M) 生 成 的 群 元 素 形 成 相应 的 
陪 集 ， 称 为 破 缺 陪 集 破坏 Higgs 场 对 称 的 陪 集 ), 有 时 也 把 lo 
做 对 称 生成 元 ， 而 把 Kp 叫做 破 缺 生成 元 。 

在 上 面 讨论 中 , v 是 真空 态 向 量 ,而 Kev*0(P=1,2,…， 
人 一 MD) 是 一 M 个 新 的 态 向 量 ， 它 们 和 真空 坊 册 量 相互 正 交 ， 
且 自身 之 间 又 线性 独立 。 下 面 还 将 证 明 ， 它 们 是 质量 算 子 对 应 于 
特征 值 为 零 的 特征 向 量 。 事 实 上 ， 由 于 K, 的 矩阵 元 是 AE, E. 
对 称 的 ， 即 (Ka)4y 一 一 (Ke)#， 因 而 

(v, Kay) = (Ks! Bo K+ (Ka) sl=0, 

(11.5.36) 

这 表明 Kwv 与 \ 正 交 。 令 
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A= (K.v, K ,v)=(v, K,K,v), (11.5.37) 
由 于 v 是 实 向 量 ，K。 是 厄 密 矩阵， 故 4op 是 实数 ， 又 因 
A, — A= (v, K.K,v)—(v, K.K,v) 
=(v, [Ka, K,]v) 
=ifs(v, Lyv) 


= > ify, lv) + a ifp, Kysv), 
zat 
(11.5.38) 
由 于 (11.5.33) 式 ， 上 式 第 一 项 为 符 ， 而 由 于 (11.5.36)， 上 式 第 
二 项 为 零 。 于 是 4op 关 于 脚 标 c，B 是 对 称 的 。 由 此 可 见 ，Aop 是 
一 个 实 的 对 称 的 矩阵 的 矩阵 元 。 由 和 矩阵 代数 知 ， 实 的 对 称 矩 阵 总 
可 对 角 化 ， 即 可 找到 一 个 正 交 和 矩阵 0 使 
Kov->OKov, (11.5.39) 
Mhi ROK v (a=1,2, +, N— M)8646338 Ek 05 ERE TE ERA 4k, 
的 ， 即 
oo= (OKov，O0Kev) 一 4ejep， (11.5.40) 
. RETRO 下 面 加 杠 表示 对 该 对 指标 不 求 和 。(11.5.40) 表 明 ， 
人 因而 ， 与 它们 由 一 正 交 变 换 联 
系 的 N 一 凡 个 向 量 Koy(c 一 1,3,…， 六 一 M) 是 线性 无 关 的 。 
我 们 进 一 步 讨论 Kv 与 质量 算 了 的 关系， i Higgs 场 和 (x) 的 
Lagrange 函数 为 


一 一 AXA A 《11.5.41) 
在 无 穷 小 变换 下 ， 
u(0)=exp[ —i0@°L,]= 1—iñsL,, (11.5.42) 
6 一 一 ;goL。， (11.5.43) 
Öha=— ið LZ Gy, (11.5.44) 
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而 上 是 不 变 的 ， 因 而 (中 ) 也 是 不 变 的 ， 即 


y= I opem i0 gr 一 0。 (11.5.45) 
由 于 95 的 任意 性 ， 所 以 

SF Ll, =0. (11.5.46) 
将 上 式 对 ge 微分 得 

0 (11.5.47) 


将 上 式 中 的 诸 量 在 真空 态 取 值 ， 即 令 


= Ov" = OV = 2) d 
$= Bha |. TO 049; pr M) 20 


(11.5.48) 
得 到 “ 
(M?) Lpy=0, (11.5.49) 
它 的 矩阵 形式 为 
M°:L,v=0. - (11.5.50) 


如 前 所 述 ， 在 只 个 生成 元 Lo(a 一 1,2,…,W) 中 ， 有 JM 个 对 称 生成 
元 (B=1,2,…,MM) 和 四 一 M 个 破 缺 生成 元 Ky(?=1，2，…， 
人 WV 一 M)。 因 而 在 (11.5.50) 中 的 V 个 方程 中 有 

Mev=0, lev=0, (0=1,2,-.,M) (11.5.51) 
和 

MiKyv=0, Kyv#0, (y=1,2,°%,N—M), (11.5.52) 
《11.5.51) 式 的 几 个 方程 没有 提供 新 的 信息 。 由 和 矩阵 中 的 定义 式 
(11.5.48) 知 (M2)“" 就 是 居中 二 次 项 gege 的 系数 ， 因 而 是 由 (x) 场 
的 质量 平方 算 子 的 矩阵 元 ， 即 脸 是 $(x) 场 的 质量 平方 算 子 。 
《11.5.52) 表 明 态 向 量 Kyv 半 0 正 是 算 子 M: 的 特征 值 为 零 的 特征 向 
量 。 前 面 已 经 证 明 ， 人 一 内 个 态 向 量 K,v 是 线性 独立 的 。 由 此 可 
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A, M: N—M 个 《等 于 破 缺 生成 元 的 数目 ) 等 于 零 的 特征 值 。 
总 而 言 之 ， 我 们 有 


Goldstone 定理 “与 N—M 个 破 缺 生成 元 相应 存在 着 NN 一 M 
个 质量 为 零 的 标量 粒子 。 这 种 粒子 叫 Goldstone 粒子 。 

FERN 将 场 $(x) 进 行 参数 化 。 有 既然 Ki v(y=1, 2, +=, 
羽 一 内 ) 是 与 \ 正 交 的 、 线 性 无 关 的 向 量 而 $ 场 又 有 ?个 独立 的 分 
世 ， 那 么 v 就 是 有 "一 (W 一 M) 个 独立 分 量 的 向 量 。 我 们 令 9(x) 是 
与 Y 平 行 的 向 量 ， 则 Kov，K。n 就 是 与 "、1 正 交 的 向 量 ， 它 们 是 线 
性 无 关 的 ， 而 且 可 以 按 (11.5.40) 式 正 交 化 。 为 了 讨论 方便 ， 假 
设 它们 已 经 正 交 化 了 ， 即 令 

(Kav, K,v)= AÓ, (11.5.53) 

再 令 &*(x) 是 沿 Kay 方 向 的 场 分 量 。 那 么 ， 就 可 以 用 n(x), #£° (x) 
(a 二 1,2,…, 信 一 MM) 来 取代 场 量 申 (x) 中 的 # 个 独立 的 分 量 ， 并 
写成 


poo =exp[ -之 全 Jwa), (11.5.54) 


指数 中 的 |vj 是 向 量 v 的 模 。 场 量 的 这 种 表示 叫做 参数 化 。 
由 (11.5.54) 式 得 到 


POSED erp EOE], (11.5.55) 


$ ODP =t FX) (+N)) 
=V AN OON + NX) + Nt x) Y, 
(11.5.56) 


poo mex EEs Jianga a G +0G0) 


+exp[ EOK. Jno, 01.5.57) 
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K. 
aA OEE 00)( =i O [çT ) 


E00OK 
exp| -i “] 
+Ə,n*OG0exp| — Ks] (11.5.58) 


9,#*(x)89"*(x)=8,nt(x)9*0(x) +3 pE (xX) OE (X) ap 


+3,0 (x)ioré (x) Ñ (vy+n(x)) 


K, 
ivi 


—i(v*+T0t(x))9,ë%(x) Əzn(x), (11.5.59) 


把 它们 代入 (11.5.16) 式 得 到 
L= ant oono) + OE (XIE (x) Gap 


+ v Oe OOOK v +O) 


-JEHO OKAN] 


2 
— [VNO OOVA] 


-Åt evno tv NE, 


(11.5.60) 
这 就 是 参数 化 以 后 ， 用 新 场 n(x)，5"(x) 表 示 的 Lagrange 函数 。 
显然 ， 它 们 在 规范 群 变换 下 不 再 具有 不 变 性 。 由 (11.5.54) 式 可 
知 ， 由 于 申 (Xx) 场 的 真空 值 是 Y， 新 场 (x)，E"(x) 的 真空 就 是 零 。 
因而 在 规范 群 变换 下 真空 是 不 变 的。 由 此 可 知 ， 用 (11.5.60) 式 
描述 的 Higgs 场 ， 在 规范 变换 下 ,真空 是 对 称 的 ， 而 Lagrange 
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函数 却 是 破 缺 的 。 而 且 ，M(Cx) 场 的 质量 HVPE, £“ (x) 
场 的 质量 为 零 .5"(x) 场 的 数目 与 破 缺 生成 元 数目 相向 ， 也 就 是 说 
质量 为 零 的 标量 场 的 数目 与 破 缺 生成 元 的 数目 相等 , 即 Goldstone 
粒子 的 数目 与 破 缺 生成 元 的 数目 相等 ， 这 正 是 Goldstone 定理 的 
具体 表现 。 


$11.6 Higgs 机 制 


由 于 规范 不 变性 的 要 求 ， 在 规范 场 的 Lagrange 函数 中 不 能 
有 二 次 方 项 ， 使 规范 粒子 没有 质量 。 这 样 的 理论 不 能 用 来 描述 有 
质量 的 中 间 玻 色 子 。Higgs 场 具有 破 缺 对 称 性 ， 和 每 一 个 破 缺 生 
成 元 相应 ， 就 有 一 个 Goldstone 粒子 。 然 而 ， 没 有 质量 的 B Me 
为 零 的 粒子 ， 在 自然 界 是 不 存在 的 。 没 有 质量 的 规范 粒子 和 没有 
质量 的 Goldstone 粒子 ， 常 常 是 人 们 不 喜爱 的 ， 需 要 从 理论 中 除 
去 。 当 人 们 把 规范 场 和 Higgs 场 一 起 考虑 时 ， 就 可 以 达到 这 个 
目的 。Goldstone 粒子 会 被 吃 掉 ， 规 范 粒子 会 获得 质量 ， 这 就 是 
Higgs 机 制 。 

为 了 便于 阐明 Higgs 机 制 的 基本 思想 ， 先 讨论 一 个 简单 的 例 
F. W Higgs 场 在 内 部 空间 有 两 个 分 量 册 (x)、$.(x)， 它 们 的 
Lagrange 函数 为 


2 
L=—+546"—1a,b04,— P GHA 


-4i +e, (11.6.1) 


FHBSE 356058 
JOSA), $+x)=$ Xx) —igx) 01.6.2) 
REXHA (x), ó,Cx), HJ 
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lə garg È gtd 1 6+ 
L= $'4— + ($°. 《11.6.3》 
这 个 场 的 真空 态 为 
5 = 
<1/é*é 12 一 "一 V 一 人。 (11.6.4) 


显然 ， 在 规范 变换 
$x) >exp[ —i0]6(x), l 


$*(x)—> $t (x)exp[i0] 
下 ，(11.6.3) 式 表示 的 Lagrange 函数 是 不 变 的 。 而 (11.6.4) 表 
示 的 真空 却 由 一 个 方向 变 到 另 一 个 方向 ， 即 这 个 场 在 U, uO) 
二 exp[ 一 刘 ] 下 是 破 缺 对 称 的 。 这 时 ，9 是 与 时 空 坐标 x 无 关 的 常 
数 ， 破 缺 对 称 是 整体 规范 破 缺 对 称 。 
如 果 把 (11.6.5) 式 表示 的 整体 规范 变换 ， 推 广 到 定 域 规范 变 


(11.6.5) 


换 

$x) >exp[ —i0(x) 1$(x), I 

$*(x)->ó*(x)ezp[i0(x)], 
MA, 不管 是 (11.6.3) 表 示 的 Lagrange 函数 ， 还 是 (11.6.4) 式 
表示 的 真空 ， 都 不 是 不 变 的 。 要 使 理论 保持 一 定 的 对 称 性 ， 就 必 
须 修改 (11.6.3) 式 。 按 前 面 所 述 的 杨 -Mills 理 论 ， 我 们 可 以 引进 
规范 4,(x)， 和 引进 协 变 导 数 D,， 把 (11.6.3) 式 中 的 导数 换 成 
协 变 导 数 


(11.6.6) 


3, >D, =ð, — ie A,x), (11.6.7) 
再 加 上 自由 规范 场 的 部 分 ， 就 得 到 


L=—(,+ieA)0"(07—ie496 — Ë 44 
-2gp LFF” (11.6.8) 
i 1F,,pe, .6. 
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其 中 
F,,=08,A,—8,A. (11.6.9) 
这 就 是 修改 后 的 Lagrange 函数 。 它 包括 Higgs 场 和 规范 场 及 其 


相互 作用 。 显 然 ， 在 (11.6.6) 表 示 的 Higgs 场 的 变换 和 规范 场 
的 变换 


A,00-4,00—18,000 (11.6.10) 


下 是 不 变 的 。 而 (11.6.4) 表 示 的 Higgs 场 的 真空 , ,在 这 变换 下 却 
仍 要 改变 方向 。 这 就 是 (11.6.8) 表 示 的 理论 的 定 域 规范 破 缺 对 称 . 
E... I . 
上 述 的 Higgs 场 有 两 个 实 分 量 办 (x) 和 HOO. Ri 如 果 不 
按 (11.6.2) 式 表示 $(x)， 而 沿 真空 态 向 量 v 的 方向 引进 实 场 


1(x)， 沿 垂直 于 真空 态 向 量 v 的 方向 引进 实 场 &(x)， 按 照 参数 
化 


some SP Je +n(x)), 


v| 
(11.6.11) 


pozer -#0 ] o+ 


的 方式 表示 $(X)， 那 么 ， 由 于 (11.6.4) 式 ,新 场 的 真空 信 就 是 
零 了 ， 即 


‘<1900)1%=0, 《15x)1> 一 0。 (11.6.12) 
WAAL.. DARK Lagrange 函数 变 为 ` 


L=- (ao+ie4)exp[ 一 io ] e+noo)(a" 一 ie4do) 


2 
-exp [1$] o+- Ewo 


-otro LF, Fe 
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= —1,08°n— ya 88 treto A A 


+e Aa, —+F,,F”+EWJDLLSI, (1.6.13) 


显然 ， 在 (11.6.6) 和 (11.6.10) 表 示 的 规范 变换 下 ， (11.6.12) 表 
示 的 真空 是 不 变 的 ， 而 (11.6.13) 表示 的 运动 规律 就 不 再 是 不 变 
的 了 。 这 就 是 定 域 规范 破 缺 对 称 的 又 一 种 表现 形式 .从 (11.6.13》 
署 来 ，7(x) 有 实质 量 ms 二 —2n >» 规范 场 4e(x) 也 有 了 质量 
m4 二 ev。 然 而 ，5(x) 仍 然 没 有 质量 ， 仍 然 是 Goldstone 粒 子 ， 而 
且 出 现 了 &(x) 和 4x(x) 直 接 耦 合 的 两 点 顶 角 ， 这 是 人 们 所 不 期 
望 有 的 ， 应 当 设法 除去 。 

我 们 利用 规范 自由 度 来 达到 上 述 目的, 规范 自由 度 是 指 
Higgs 场 $(x) 和 规范 场 4.(x)， 在 (11.6.6) 和 (11.6.10) 式 表示 
的 规范 变换 下 变 成 (x) 和 A;(x) 时 ，(11.6.8) 表 示 的 Lagrange 
函数 保持 不 变 ， 即 


L=—B(0o tieAs Cx))$ + 0) C0"—ieA'" (x))$’ (x) 
6 x) — 0) 
$ x x Te x x) 


一 全 FoFe， 01.6.14) 


这 里 : 
. F;,=8,A;—8,A;. (11.6.15) 
如 果 我 们 把 按 (11.6.11) 式 参数 化 了 的 $(x) 和 4。(x) 一 起 作 一 个 
规范 变换 ， 并 且 令 群 参数 0(x) 二 E(x)/]v|， 即 令 规范 变换 BE 
素 为 . 


Z = _. $00 
u(0) =u() =ezp| iol 


1. (11.6.16) 
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那么 
$00 > erp- ER o=, 
(11.6.17) 
pog 00=exp[ E 0 =0+00%), 
(11.6.18) 


1 
zol os). (11.6.19) 


把 上 面 各 式 代 入 (11.6.14) 式 中 得 到 
=— (0p tie A(x) (vt)) (9 


Alx) >A (x)= Ax) 一 


—ie A’ (x))(o+n(x)) 
-E w+ wro) FF’ 


=— 去 a.n8o + 一 hv 一 4 n 


— eA 20+m) = etA A LRE, 


(11.6.20) 
这 里 ，5(X) 场 不 见 了 ，Goldstone 粒子 和 两 点 耦合 方式 除去 了 。 
从 (11.6.19) 夏 来 ，E(x) 场 成 了 As(x) 场 的 纵 分 量 ，Goldstone 
粒子 被 规范 粒子 吃 掉 了 。 而 吃 了 Goldstone 粒子 的 规范 粒子 ， 从 
《11.6.20) 式 的 第 二 项 看 ， 就 由 无 质量 变 成 有 质量 了 ， 而 且 它 的 
质量 m4'=elv1。 HA, WFH Higgs 粒子 7(x)， 也 成 为 有 质量 
mr 二 MV —2 的 实 粒 子 了 。 当 然 ，(11.6.20) 式 表示 的 运动 规律 
不 再 是 规范 对 称 的。 但 Higgs 3⁄8) 822 <|n(x)|>2,=0 A f £ 3 
范 对 称 的 。 这 是 Higgs 场 的 又 一 种 表现 形式 。 
为 了 进一步 理解 Higgs 机 制 ， 我 们 讨论 更 一 般 的 情况。 设 
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Higgs 场 $(x) 有 人 个 实 分 量 加 (x)，c=1,2,…,N。Lagrange 函 
数 为 


Ls PA HORA OACI (1.6.21) 
它 的 真空 态 向 量 为 

| $*(X)$(x) |> =v==0. (11.6.22) 
在 N 维 群 


u(0)=exp[—i0*L,], a=1,2,%%,N (11.6.23) 
变换 下 ，(11.6.21) 式 是 不 变 的 。 真 空 态 是 破 缺 的 ， 即 V 个 生成 
元 Le 中 ，M 个 生成 元 le 保持 真空 不 变 


lsv=0, (11.6.24) 
N—M 个 生成 元 K, 使 真空 发 生变 化 
K,v=0. (11.6.25) 


这 是 0" 与 时 空 坐 标 x 无 关 时 的 整体 规范 变换 的 情况 。 

当 (11.6.23) 式 中 的 0" 与 时 空 坐标 x 有关 时 ， 即 在 定 域 规范 
变换 的 情况 下 ，Higgs 场 的 真空 仍 保持 如 上 所 述 的 特点 ， 它 的 破 
缺 情况 仍 由 (11.6.24) 和 (11.6.25) 式 描写 。 但 Higgs 场 的 Lag- 
range 函数 (11.6.21) 式 就 要 进行 修改 。 设 由 尺 个 生成 元 L。 相 
应 引进 的 N 个 规范 场 为 4;(x) ,用 协 变 导数 Ds=0。 一 ig4:(x)L。 
代替 (11.6.21) 式 中 的 导数 ， 并 加 上 自由 规范 场 部 分 就 得 到 所 需 
要 的 Lagrange 函数 


L=-+%'00(Q,+ig41G0LO(0*—igAL)0GO 


Vp F, Ere, (11.6.26) 


(这 里 各 上 面 的 箭头 表示 对 该 符号 左边 的 量 求 导 ， 下 同 )， 在 8 
范 群 (11.6.23) 的 变换 下 (11.6.26) 是 不 变 的 ,不管 0" 是 否 与 x 
有 关 都 是 如 此 。 
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(11.6.26) 式 描述 的 规范 场 和 Higgs 场 仍 是 不 能 令 人 满意 
的 。 规 范 场 粒子 还 没有 质量 ，Higgs 场 粒子 的 质量 也 还 是 虚 的 。 
为 了 得 到 满意 的 理论 ， 仿 照 前 面 的 办 法 ， 还 要 把 Higgs 场 参数 
化 ， 并 选取 么 正规 范 。 参 数 化 就 是 用 平行 于 真空 态 向 量 的 分 量 
n(x) 和 垂直 于 真空 态 向 量 的 分 量 5° (x) 来 作为 Higgs 场 申 (x) 在 
内 部 空间 的 分 量 ， 并 以 
P(x)=exp[ié" (x)K,](v +ñ (x)) (11.6.27) 
的 形式 表示 出 来 。 显 然 ， 由 于 中 (x) 的 真空 态 向 量 是 v， 场 量 
(x)，5"(X) 的 真空 态 向 量 就 是 0， 在 规范 变换 下 是 不 变 的。 人 么 
正规 范 就 是 把 参数 化 了 的 Higgs 场 (11.6.27) 式 和 规范 场 一 起 作 
一 次 特殊 的 规范 变换 ， 选 取 规范 参数 0 (x) =° (x) 使 
x> $’ (x)=exp[ —if" (x)Ka]ġ (x) =V +(x), 
(11.6.28) 
Aila> A’ iLa=exp| —i£° (x)Ka]AfLsexpLié” (x)Ky] 


+ 起 exp[ —i£°(x)K,]8,exp[i£#(x)K,], 


(11.6.29) 
新 的 Higgs 场 只 剩 下 和 真空 态 向 量 v 平行 的 分 量 了 ，Higgs 场 的 
垂直 于 真空 态 向 量 v 的 分 量 不 见 了 ， 变 成 了 规范 场 的 纵 分 量 了 。 
由 于 理论 的 规范 不 变性 ， 用 (11.6.28)、(11.6.29) 表示 的 新 场 
代替 了 (11.6.28) 中 的 旧 场 ， 即 以 g(x)、A':《x) 代 震中 (x)、 
-4(x)， 就 得 到 所 需要 的 Lagrange 函数 


L=—+(v*+0*G0)(,-+igA100L(ə* 
—igAs*s(x)Lg) (v + N(x)) 
一 Fw+nCOO) 一 二 ForePore， (11.6.30) 
式 中 我 们 已 略 去 AO) ,Fs。 上 的 () 号 。 但 应 该 注意 (11.6.30》 
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式 中 的 A), Fara 和 (11.6.26) 式 中 的 As (x), Fara EHL. 
6.29) 联 系 着 的 ， 它 们 之 间 差 一 个 特殊 的 规范 变换 。 

由 (11.6.30) 看 ， 参 数 化 和 么 正规 范 变换 的 实际 效果 ， 只 是 
以 平行 于 真空 态 向 量 的 分 量 (x) +y 代替 场 量 (x), H 


$(x)>v+n(x), (11.6.31) 
这 时 m(x) 的 真空 态 为 零 ， 是 规范 不 变 的 。 而 (11.6.30) 式 表示 的 
运动 规律 却 是 破 缺 对 称 的 。 
从 (11.6.28)、(11.6.29) 可 知 
loCv+nGxD)) 一 0， K,(v+n(x))==0, (11.6.32) 


因而 ， 在 (11.6.30) 中 的 4?(x)Lo(v-+mCxD) 就 只 出 下 AiK + 
(XxX)) 而 (11.6.80) 式 可 以 写成 


L=- Lev +N) CB tigAl Kp (0r—igAr ky) (v 


HAODD) 一 了 ForeFore， (11.6.33) 


这 意味 着 和 m(x) 场 相互 作用 的 ， 只 有 与 破 缺 生成 元 Ke 相应 的 
规范 场 44(x)。 而 与 对 称 生成 元 1。 相应 的 规范 场 4: (x)， 和 n(x) 
场 不 发 生 作用 。 
(11.6.33) 的 第 一 项 可 写成 
(v* +0t(0)(9,+igA1(00K.) (0 —igArs Ky) (v4 NX)) 
` ==0,n0*(x)Ə*T(x)—igA*#(x)80,n0*(x)K,(v nx)) 
+igA (x) (vt + n(x)) Kn(x) 
+9 A CX) A Kav, Kev) +(K.v,K,n(x)) 
+(K.n(x), K v) +(K.n(x), K n(x))], (11.6.34) 
而 第 二 项 展开 为 


GA 1 óJ 

V = “a AN Wak. SL ESA 
(v+n(x)) VO + += + Bon | 1 
es (11.6.35) 
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sürh V (v) E Higgs 场 的 真空 能 量 ， 
av t aV 
Öm laeo ' OMðN | <o 


(M°) 是 Higgs 5 1O KARFHERET. mix É ERRA 
(11.6.33) 式 就 得 到 


=(M:)!>0, (11.6.36) 


L=-—9,ntam — 1 (M56010, EF, Fet 
~iko, Kay) A: A" 


4K, Kon +2v)) 4129 


.—igA; (yt ++K 3N 
+igA PIN KN HN) H (11.6.37) 
XRAM) HE (x) 场 的 质量 矩阵 元 ， 而 í 
(Mt), =g*(K.v, Kev) (11.6.38) 


却 是 规范 场 的 质量 平方 的 矩阵 元 。 由 于 这 矩阵 元 只 与 破 缺 生成 元 
有 关 ， 所 以 只 有 和 破 缺 生成 元 K, 相应 的 规范 场 4:(x) 才 获 得 质 
基 ， 而 与 对 称 生成 元 4 相应 的 规范 场 -4f(x)， 不 仅 与 Higgs 声 
m(x) 无 相互 作用 ， 而 且 仍然 没有 质量 。 

总 之 ， 破 缺 生成 元 K。 在 Higgs 机 制 中 ， 占 有 十 分 重要 的 作 
用 ， Kav Æ Goldstone 粒子 对 应 的 质量 特征 向 量 ， 决 定 了 Golds- 
tone 粒子 的 数目 等 于 破 缺 生成 元 的 数目 。 参 数 化 和 么 正规 范 都 
用 expfi 认 "(x)K。] 因子 ， 消 除了 Goldstone AF; g*(K,v, Kav) 
是 规范 场 质量 矩阵 元 ， 决 定 了 有 质量 的 规范 场 的 数目 也 等 于 破 饼 
生成 元 的 数目 。 对 称 子 群 | 保持 了 物理 系统 的 部 分 对 称 性 ， 并 使 
相应 的 规范 场 4 (x) 保 持 没 有 质量 。 
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$11.7 Noether 对 称 性 定理 


规范 场 理论 分 为 几何 理论 和 Lagrange 理论 两 大 体系 。 一 般 
说 来 ， 规 范 场 的 几何 理论 是 规范 场 的 几何 化 ， 它 可 以 处 理 各 种 交 ” 
互 作用 。 而 规范 场 的 Lagrange 理论 是 沿 着 经 典 K Lagrange 场 
论 的 方向 证 明 Noether 对 称 性 定理 ， 从 而 导出 各 种 群 下 的 守恒 
律 . 不 变 (对称) 性 原理 是 现代 场 论 的 基本 原则 ， 现 代数 理科 学 
的 许多 基本 原则 常常 可 以 溯源 到 对 称 性 质 或 者 用 对 称 性 质 来 表 
达 ， 并 从 对 称 性 推出 相应 的 守 便 定律 。 在 这 方面 ， 女 数学 家 E. 
Noether 作出 了 卓越 的 贡献 "'"， 她 最 先 指出 ， 使 作用 量 UZ m B. 
有 不 变性 的 任 一 对 称 变换 群 ， 对 应 共生 一 一 个 守 全 定律 。 这 个 定理 
简 述 了 场 在 对 称 变换 群 下 的 不 变性 与 守恒 定律 的 联系 ,， 称 为 
Noether 定理 。 

我 们 知道 ， 不 变 (对 称 ) 性 是 和 下 面 两 个 因素 密切 联系 的 ， 
时 空 变换 群 和 规范 变换 群 (在 规范 理论 中 ， 有 时 不 考虑 时 空 变 换 
群 ) 所 组 成 的 群 偶 总 是 与 不 变性 相伴 出 现 的 ,, 而 Lagrange 函数 
的 具体 结构 ,决定 着 不 变性 的 内 在 形式 。 因 此 ， 我 们 将 就 变换 群 
是 有 限 群 或 连续 群 的 两 种 情况 ， 以 及 对 Lagrange 函数 的 一 些 特 
定形 式 分 别 作 一 些 讨论 。 

首先 ， 设 时 空 变换 群 与 规范 变换 群 为 

IE ea u=1,2,3,4, 
Baber), a=1,2,.,r, 


如 果 在 变换 群 (11.7.1) 下 ， 系 统 的 作用 量 泛 函 S 恒 满 足 

i SSS, . (11.7.2) 
则 称 作用 量 泛 函 S 关于 群 C。 具有 不 变性 ， 且 称 变 换 群 G,(11. 
7.1) 为 系统 的 对 称 群 。 
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(11.7.1) 


如 果 变 换 群 (11.7.1) 取 如 下 无 穷 小 变换 
x> x’ =x" +Âx", u=1,2,3,4, 
Gær: Í 01.7.3) 
© ` $>; Spat’ a, a=1,2, r 


时 ，(11.7.2) 恒 成 立 ， 则 称 作用 量 泛 函 关于 群 (11.7.3) 具 有 无 穷 
小 不 变性 ， 且 称 无 穷 小 变换 群 Goor 为 系统 的 连续 对 称 群 。 
我 们 首先 设 作 用 量 泛 函 具 有 如 下 结构 
S =f ,Lge,gesn dy, (11.7.4) 
于 是 ， 这 时 的 Noether 定理 有 下 面 的 形式 : 
” ”如 果 作 用 量 泛 函 (11.7.4) 关 于 连续 对 称 群 (11.7.3) 具 有 无 穷 
小 不 变性 ， 则 必 有 I 
Z”,,=0, G1.7.8y 
其 中 I 
1=-[( Lt- dani J&t ae KAN 
、 (11.7.6) 
下 面 我 们 证 明 Noether 定理 的 这 一 具体 形式 〈 参 见 [6])， 
由 (11.7.2) 式 得 到 
fp Lgot Op, 和 vd 


=f Lige, $, )dV, O aL. 
现在 先 从 VV' ERAV, EEA 
ay, =| |a, (11.7.8) 


这 里 19x//8x| 是 变换 x 二 x/r(w”) 的 Jacobi 行 列 式 , 因为 由 
《11.7.3) 


8x” Ox 
ar TOt- ga (1.7.9) 
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B òr 和 它们 的 偏 导数 都 是 小 量 ， 取 到 一 阶 近似 将 有 


adx! Béx! .QO6x! 

Ox! 8x2 Ox 

Əóxt 06x OQ6x? 
axr lt | mgp? 
|= Ox 8x* Ox | 1 十 有 0， 

adt aó: adx 

Əx! Əx: Ey 


(11.7.10) 
将 Lagrange 函数 也 展开 到 6d。 的 一 次 项 有 
Lepat 6pa, ba, ,+ opa,,) 
Led ) + + be (1.7.10 
因此 ， 在 线性 近似 下 ,我 们 有 
óL ðL ððx” 
KERA ahte tLe )ar=0. 41.7.12) 


为 了 变换 被 积 函数 ， 注 意 到 6x* 和 6d。 以 及 它们 的 导数 都 是 小 
量 ， 在 线性 近似 下 有 下 面 的 结果 

首先 ， 由 (11.7.3) 式 置 到 

db: = apa _ 34, 8(go 二 do) Oxr go 


0x” 8x ðx" 8x” x? 
=[ ba, a+ (Ôba) „allr — COXA) ,一 加 
=#—4,, (Óx), + (06) sre (11.7.13》 


其 次 ， 利 用 由 最 小 作用 量 原理 导出 的 EL 方程 (11,1,7) 得 到 
=al) a1.7.14) 
所 以 ，(11.7.12) 式 中 第 一 项 变 为 


"300 < 


部 就 j= GE Spa, p ), 


=Car), AE - (00)... (11.7.15) 


利用 (11.7.13) 式 ， 7.12) 式 中 第 二 项 变 为 
ðL 


pass 
Shagr td ) tlak), ae 
+E ó. ,, Óx" + (Opa) sa 


£ 
pae (E. 
TA 


go 一 [一 加 ,，"(6x") ,ne 十 (6go)，n] 


Bt 


=- (Ë FS — ha, ôx” )., +L,,Óx”" + - (CARE | 


(11.7.16) 
并 且 ，(11.7.12) 式 中 的 第 三 项 为 
a ) 一 二 6x"。 (11.7.17) 


将 (11.7.15)、(11.7.16) 和 (11.7 ERE 7.12) 式 中 得 到 
fK Lör — 0 E bos, r+ Ea], dV=0. 


(11.7.18) 

因为 了 是 任意 的 ， 最 后 得 到 (11.7.5) 式 ， 定 理 得 证 。 
从 定理 的 证 明 中 可 以 看 到 ， 对 于 无 穷 小 不 变性 来 说 ，(11.?. 
5) 不 仅 是 必要 条 件 ， 显 然 也 是 充分 条 件 。 值 得 注意 的 是 ， 在 定理 
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的 证 明 过 程 中 ， 为 了 仅 使 用 常见 的 数学 工具 ， 不 得 不 引用 了 由 最 
小 作用 量 原理 导出 的 EL 场 方程 。 然 而 ， 在 近代 场 论 中 ，EL 场 
方程 已 经 成 为 Noether 定理 的 推论 。 因 此 , 该 证 法 没 能 突出 
Noether 定理 的 重要 性 ， 这 是 美中不足 的 。 
如 果 Lagrange 函数 取 作 
L=L(é,, args Qasar)» (11.7.19) 
则 上 述 定理 仍 成 立 ， 只 是 (11.7 Re 


7= 一 Di- gg öh P $e,, 


H), Fte (11.7.20) 

式 中 

59g。= 64。 一 上 ,egxe (11.7.21) 
是 场 量 加 的 Lie 微分。 

如 果 Lagrange 函数 取 如 下 形式 

L=L(e, $, arns bo, so), (11.7.22) 
则 (11.7.5) 式 应 改 为 

(óL/06.)60,=7Jr,,, (11.7.23) 


RH J”, ha E ea 7.21) 式 ,而 _ 


=; E -CE CAE ),,+ e), (11.7.24) 
是 i. 函数 工 的 Lie 导数 。 以 上 结果 都 可 类 似 地 给 予 证 
明 "…。 这 里 不 再 一 一 列举 了 。 
下 面 我 们 分 别 讨论 作用 量 泛 函 关于 有 限 群 与 无 限 群 具有 无 穷 
小 不 变性 的 特殊 情况 。 有时， 将 关于 有 限 群 的 对 称 性 定 理 称 为 
Noether 第 一 定理 ， 而 将 关于 无 限 群 的 对 称 性 定理 叫做 Noether 
第 二 定理 。 
我 们 称 变换 群 
* 802 . 


xl r= +e X.x", 
G: :{ (11.7.25) 
$:=%+e1,$, 
为 有 限 群 ， 式 中 es(B=1,2,…,r) 为 常数 ,而 1p 5 Xaski, 是 
群 G; 的 微分 形式 的 生成 子 。 
于 是 ， 由 (11.7.21) 得 到 


6xn 一 saX xz 一 5ien， (11.7.26) 

6$,=es Tgpo, (11.7.27) 
和 

6$o=(1$a— 59,482. (11.7.28) 
将 (11.7.26) 和 (11.7.28) 代 入 (11.7.23) 和 (11.7.20) 就 有 

OTA EA L 1.7.29) 
式 中 


n=- kr o), |a 5—86,.5 


— Lš; 一 aP Na — (Ispa, — — Eh pasna). (11.7.30) 


于 是 我 们 有 所 谓 Noether 第 一 定理 ， 如 果 作用 量 泛 函 (11.7.22) 
关于 有 限 群 G! 具有 无 穷 小 不 变性 ， 则 (11.7.29)、(11.7.30) 式 
成 立 。 该 定理 表明 ， 流 Ji 的 散 度 是 Lagrange 函数 的 Lie 导数 
67/6g。 的 线性 组 合 .这 时 ， 我 们 只 要 求 作用 量 泛 函 S 关 于 群 G!' 具 
有 不 变性 ， 而 并 未 要 求 加 是 广义 也 L 方程 组 的 解 。 
在 寻求 作用 量 泛 函 的 极 小 值 的 普通 变 分 问题 中 ，(11.7.29) 
右 端的 体积 分 经 散 度 定理 可 以 变 成 曲面 积分 ， 并 且 由 假定 在 边界 
《国定 端点 问题 )》 上 场 量 和 它 的 导数 的 变 分 为 零 而 得 到 面积 分 为 
等 ， 从 而 (11.7.29) 左 端的 体积 分 也 为 零 。 即 


|, Trda sse, a) (Lb dV =0, 1.7.31) 
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由 此 得 到 广义 EL 场 方程 6L/6$。=0、 

但 是 ， 在 群 变 分 问题 中 ， 在 物体 的 边界 上 《端点 是 小 范围 自 
由 的 ) 6$ 一 般 不 为 零 ， 在 这 种 情况 下 ， 变 分 原理 仅 给 出 (11.7. 
29) 式 而 得 不 到 广义 EL 场 方程 。 

WMF pa ERER, B 6L/6$s。 二 0， 则 (11.7.29) 给 出 了 微分 
型 守恒 律 

8,J#=0, (11.7.32) 
式 中 玫 是 由 (11.7.30) 给 出 的 ， 且 此 时 称 为 “守恒 流 ”。 
如 果 Lagrange 函数 不 含有 场 量 d. 的 二 阶 导 数 ， 即 
L=L(x*, as asa)» (11.7.33) 
这 时 “和 守重 流 ” 变 成 了 如 下 形式 


人 
= = Tapo—T $E, (11.7.34) 
这 里 
"=L s 
T;= NP $. ,,+ Ló; (11.7.35) 
就 是 前 面 的 (11.2.11) 式 给 出 的 能 量 -动量 张 量 。 
WMR ó, 是 广义 EL 方程 组 


6L/6$s=0° (11.7.36) 
的 解 ， 这 里 9" 是 一 个 新 的 函数 《例如 是 不 包含 在 Lagrange 函 数 
中 的 源 ) ， 那 么 由 (11.7.29) 式 得 到 
aJi 十 和 (Togo 一 上 gx) 一 0。 (11.7.37) 
该 式 表 明 ， 流 的 散 度 这 时 将 异 于 零 ， 即 守 便 律 ， 并 由 此 对 称 性 的 
失效 可 经 一 定 的 方式 与 新 的 源 发 生 关 系 。 
下 面 我 们 转向 讨论 作用 量 泛 函 S 关 于 无 限 群 的 不 变性 。 
我 们 称 变换 群 
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x'r=xr-+ef(x)Xsx", 
Gor: Í (11.7.38》 
外 一 加 十 6d。 
为 无 限 群 ， 式 中 sp(x) ，pB=1,2,…,r 是 时 空 的 函数 ， 而 
Ôpa= B. (x, by, rras …)ep(x) 
Hear, drs $, ) RO, (11.7.39) 
如 同 在 有 限 群 的 情况 一 样 ， 这 里 已 假设 6x* 和 óó, 均 是 erx) 和 
9ep(x)/axx 的 线性 组 合 〈 因 为 对 不 适 定 守恒 律 的 存在 而 言 ， 讨 
论 到 ,e(x) 的 一 阶 导数 已 足够 了 .)， 这 时 . 


(S) = =( (Bast tbi). 01.7.40) 
现在 ， 反 复 利用 乘法 求 导 法 则 可 以 证 明 恒等式 


9"e(X) 
Px, $o d, `) Za (Əx")" 


=(—1)" e(x), mod div, (11.7.41) 


这 里 多 和 e 可 以 是 任意 函数 ，r 不 求 和 。 这 表明 可 以 用 ef(x) 本 
身 来 代替 它们 的 导数 。 因 此 ，(11.7.23) 式 变 成 


[e ig oei) 
=—div(K*+ bt, 5 2).  G11.7.42) 
式 中 ， 当 Lagrange 函数 不 含有 场 量 内 的 二 阶 导数 时 有 
K= L Bper+Loxrt+bss0,et OL 
ass Iha, n 


(11.7.43) 
如 果 现 在 ee(x) 以 及 它 的 所 有 导数 在 给 定 的 时 空 区域 V ib 
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界 9 上 恒 为 等， 在 区 域 E2C1.7.42) 的 两 边 积分 ， 由 散 度 
定理 和 上 述 边界 条 件 ， (11.7.42) 的 右边 积分 为 零 。 于 是 从 条 件 
6S==0 得 到 


BEZ --—o( birge )]rar =o. 01.7.44) 
由 于 et 是 任意 的 ， 故 必 有 
Bay =a, (b: Ar). (11.7.45) 


这 就 是 Noether 第 二 定理 所 要 求 的 Lagrange 函数 的 Lie 导数 间 
的 依赖 关系 ， 称 为 Noether 恒等式 。(11.7.45) 式 ( 共 r 个 ) 是 
彼此 线性 无 关 的 ， 且 对 Gor 中 的 有 限 变 牧 也 是 成 立 的 。 如 果 我 
们 引进 连 络 证;。=Booh?4， 这 里 hs 是 由 条 件 甩 "b3。=68 决定 
的 ， 那 么 (11.7.45) 可 写成 协 变 守恒 律 的 形式 


vb 证 )=o， (11.7.46) 


为 了 从 G&, 的 无 穷 小 变换 过 湾 到 有 限 变换 , 重要 的 是 ，a)6xw 
和 6$。 关于 er 和 它们 的 导数 是 线性 的 ，b) 6x* 和 4。 不 包含 和 的 
导数 ， 因 为 否则 Gor 的 有 限 变换 将 依赖 于 g。 的 无 限 多 个 导数 。 
关系 式 (11.7.45) 积 对 于 有 限 群 G, 的 (11,7.29) 式 一 样 ， 对 任意 
的 加 都 是 成 立 的 ， 并 未 要 求 加 是 广义 EL 方程 组 的 解 。 

如 前 面 一 样 ， 我 们 可 以 考虑 两 种 情况 ; 、 
1) 若 加 是 极 值 线 ， 即 6L/68。 二 0， 那 么 由 (11.7.45) 得 到 


. a,( 中)-0， (11.7.47) 


“该 式 提供 了 通过 微分 从 场 方程 得 到 所 需 的 守恒 律 的 一 种 方法 。 
2) WR 9。 满足 方程 组 
ôL 
pe 


,. (11.7.48) 
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这 里 9" 表示 一 个 新 的 函数 。 那 么 从 (11.7.45) 式 我 们 得 到 如 下 的 
加 于 0° 的 附加 条 件 ， 

B. 02=8,(b2,02), (11.7.49) 
这 样 的 函数 0° 起 着 破坏 场 方程 的 G4; 不 变性 的 项 的 作用 ， 例 如 
在 规范 不 变性 理论 中 的 质量 项 ， 但 是 ， 它 关于 有 限 群 G! 却 是 不 
变 的 。 于 是 ，Noether 恒等式 导致 加 于 场 量 的 附加 条 件 ， 这 些 附 
加 条 件 排除 了 额外 的 自由 度 。 例 如 ， 设 

5 一 4g"， (11.7.50) 
式 中 4 是 常数 ， 则 由 (11.7.49) 式 得 到 

3p Cbi) = Bape. (11.7.51) 

Noether 称 由 Noether 第 一 定理 得 到 的 守 便 律 (11.7.32) 为 

适 定 守恒 律 ， 有 了 时， 又 将 它们 叫做 能 守恒 律 。 这 是 因为 它们 仅 在 
ó, 是 极 值 线 时 才 被 满足 。 与 伴随 着 场 方程 的 G, 不 变性 的 弱 守 便 
AER, AFERE Cor 的 不 变性 导致 强 守 恒 律 ， 这 样 的 守 Ei 
律 不 仅 对 加 是 极 值 线 成 立 ， 而 且 对 任意 的 % 都 成立 。 事 实 上 ， 
强 守恒 律 是 Noether 恒等式 的 一 种 表示 。 和 在 广义 相对 论 中 的 情 
况 一 样 ， 在 规范 场 理论 中 出 现 的 正 是 这 样 的 强 守恒 律 。 这 些 守恒 
律 是 不 适 定 的 ， 因 为 在 它们 中 的 守恒 流 是 极 值 线 的 线性 组 合 。 这 
样 的 强 (不适 定 ) 的 守 便 律 的 一 个 例子 是 恒 被 满足 的 Einstein 方 
程 


(Re—+ə"h ),,=0. (11.7.52) 


后 面 我 们 将 指出 ， 这 一 恒等式 是 Noether EERE Go. H iF Ik 
例子 。 在 一 般 情 况 下 它们 取 成 
(L/óg,,); =0, (11.7.53> 
RELE Lagrange 密度 函数 。 
对 电动 力学 ，Noether 恒等式 有 形式 
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8,(áL/6A,)=0. (11.7.54) 
如 果 场 是 无 源 的 且 工 = 一 F*"F,,/4， 那 么 由 (11.7.54) 式 推出 
ô,ð, F =0. (11.7.55) 


这 个 守重 律 的 积分 归结 为 通过 一 个 二 维 闭 曲面 0 的 电 和 磁场 的 
流 的 Gauss 定理 ， 即 
,Hdo=0 mo Edo=o. (11.7.56) 


如 果 场 的 源 出 现在 EL 方程 组 的 右 端 ， 那 么 从 11.7.54) MAL 
7.55) 我 们 得 到 熟知 的 电动 力学 中 的 源 的 守恒 律 和 引力 场 中 的 能 
量 -动量 张 量 的 守恒 律 
9,Je=0 和 了 .一 0。 (11.7.57) 
这 两 个 守恒 律 都 是 Noether 恒等式 ， 即 场 方程 的 附加 条 件 的 结 
果 。 
如 果 Noether 全 等 式 (11.7.45) 得 到 满足 ， 从 (11.7.42) 得 
到 


div[ J hes(x)—bs 8, (xX) - 5 -0 如 J=o, 


(11.7.58) 
这 里 Jj=BaðL/ðba, s 方程 (11.7.58) 对 于 任意 的 ef(x) 都 是 成 
立 的 ， 并 且 它 保证 了 作用 量 泛 函 关于 无 限 群 G, 的 不 变性 以 及 
Noether 第 二 定理 的 遂 形 式 的 成 立 。 
利用 EL 方程 /64$。=0， 我 们 又 得 到 


div[ Izeta) —bs 0,e2(x) =” -]=。， a1.7.59) 
asp 


考虑 到 EL 方程 和 Noether 恒等式 后 ，(11.7.59) 式 的 右 端 和 
Lagrange 函数 的 变 分 仅 差 一 个 负 号 ， EE 7.59) 式 得 到 


sL=—{ 8,7 joo +[ J 一 ab 32 94; ) Joser (x) 
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—b»p 8,89, (x) z} (1.7.60) 
因为 参量 函数 e"(x) 是 完全 任意 的 ， 从 作用 量 泛 函 的 不 变性 条 件 
《6L==0) 得 到 (11.7.60) 中 es《x) 与 它们 的 导数 的 系统 均 应 等 于 
F. Bj 


8.13=0, (11.7.61) 

J= „(braa 34. >. (11.7.62) 
ðL 

baraa +b B=0. (11.7.63) 


因此 ， 在 极 值 线 上 ， 作 用 量 泛 函 关 于 无 限 群 的 不 变性 归结 为 流 
J;=B,,8L/09,,, 的 对 应 于 G, 不 变性 的 普通 守 便 律 (11.7.61)。 
但 是 ， 由 于 条 件 (11.7.62) 和 (11.7.63)， 这 些 流 等 于 某 个 反对 称 


张 量 的 散 度 。 因 此 ， 由 Gauss 定 再 知 相应 的 守恒 共 Qs= |, Jdr 
D> Dm RA 
Qs= oss 5 (11.7.64) 


式 中 i 从 1 到 3 求 和 ,如 果 Lagrange 函数 关于 无 限 群 Gc 失去 
不 变性 ， 但 是 EL 方程 和 Noether 恒等式 仍 被 满足 , 则 (11.7.60) 


导致 下 列 方程 组 ， 
L 
asi =d}, (11.7.65) 
aL 
aaran [so br 68)] 


=—J;+b:; så +8,b;, a7—— ma 
(11.7.66) 


. 309. 


al _1/,, ƏL ,,, ƏL 
aasan alag + 5220, )° 
(11.7.67) 
如 果 场 量 关 于 Cor 是 齐 次 地 进行 变换 的 ， 即 b; ,=0, JZ E= 
式 退 化 为 1960 年 Gell-Mann 和 Levy 提出 的 方程 


0(6L) ; 
By =p (11.7.68) 
JUD a. (11.7.69) 


对 于 描述 具有 定 域 规范 不 变性 的 大 域 规范 场 ， 这 些 方程 导致 流 和 
场 间 的 比例 关系 。 


811.8 Lagrange 函数 的 定 域 规范 不 变性 
与 Noether 第 二 定理 


本 节 ， 我 们 将 讨论 具有 定 域 规范 不 变性 的 Lagrange 函数 的 
结构 问题 。 为 了 讨论 问题 方便 起 见 ， 将 按 下 面 分 类 由 浅 入 深 展 
JF. 

G) BHS 

设 自由 场 的 Lagrange 函数 只 依赖 于 自由 场 4 与 它 的 一 阶 
导数 A%,,， 即 

L=L(A;, As,,), (11.8.1) 
并 且 要 求 工 关于 定 域 规范 群 是 不 变 的 一 -具有 定 域 规范 不 变性 。 

令 时 空 不 变 而 只 有 规范 变换 的 定 域 规 范 群 (无限 群 为 

x=, 


Gant (11.8.2) 
A 5At ir Arer) +8,e%(x), 


a,B,y=1,2,--,ny u=1,2,3,4, 
式 中 ，e"(x) 是 依赖 于 时 空 坐标 的 函数 。73， 是 群 表示 的 结构 常 
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数 ， 满 足 Jacobi 恒等式 和 反对 称 条 件 : 


flifiyflÓfi fi. fs=0, (11.8.3) 
fs fya=0, (11.8.4) 
由 (11.8.2) 得 到 
ôx =x" Áx" =l, (11.8.5) 


AL=A' aA = fir Arh x) +8,e° (x), (11.8.6) 
我 们 将 讨论 作用 量 泛 函 
S=| L43, A5, dV 1.8.7) 


关于 群 G-。 具 有 不 变性 时 ，Lagrange 函数 (11.8.1) 的 具体 结构 
问题 。 
应 用 Noether 第 二 定理 ， 由 作用 量 泛 函 8 的 不 变性 条 件 可 知 

(6L/6A:)6A’=0,t—(0L/0A;,s)6A4], (11.8.8) 
将 (11.8.6) 代 入 (11.8.8) 式 中 ， 由 于 (11.8.8) 是 恒等式 , 因此 
e"(X)，9pe"《X) 和 986,e"《(x) 的 系数 必须 为 零 。 由 此 可 得 

frAr COL/0A;) + firA? ,nOL/0As,n)=0, (11.8.9) 

OL/9As + ftr A; (OL/3AF ,,)=0 (11.8.10) 
和 

8L/0A%,,, 一 0。 (11.8.11) 
《11.8.11) 式 表明 Lagrange H% L AFARA, 的 导数 的 对 称 部 
分 的 导数 为 零 ， 故 虐 中 一 定 不 含有 Aon 项 。 由 于 

4;,,=4%,5 +A (11.8.12) 


所 以 ， 场 量 4 的 导数 只 能 以 反对 称 部 分 4f,,。 的 形式 出 现在 
Lagrange 函数 工 之 中 。 
而 (11.8.10) 式 又 可 写成 
06L/0As =(0L/0Af,,.)fs, 4. (11.8.13) 
注意 到 作用 量 泛 函 S ( 亦 即 Lagrange 函数 也) 的 定义 ，Lagrange 
洱 数 工 关 于 场 量 的 导数 将 以 (11.8.13) 式 右 端 的 形式 出 现在 工 之 
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中 。 于 是 由 于 ，1) 工 中 含有 场 量 42， 2) 工 中 含有 场 量 AP 的 
形式 一 定 有 形 如 fir 性 的 部 分 ， 从 而 场 4 和 它们 的 一 阶 导数 只 
能 以 下 面 的 特殊 组 合 形式 出 现 于 工 之 中 


L=L (Fis) (11.8.14) 

这 里 
Fi, = hy, — bs —$f U ALA — 4 4 1. 
(11.8.15) 

FZAD, Fir 关于 两 个 下 标 是 反对 称 的 ， 

Fi, = -Fins (11.8.16) 
FEF, 关于 规范 群 (11.8.2) 是 齐 次 变换 ， 

óF;,=f Fis P(x). (11.8.17) 


由 于 已 ,的 结构 与 Maxwell 场 张 量 相同 ， 我 们 称 Fw 为 场 量 


As 的“ 应力 张 量 "。 由 (11.8.14) 和 (11.8.17) 式 又 知 Lagrange 
函数 一 定 是 如 下 的 结构 形式 š 


L=L(F%, far fi | Fha)e (11.8.18) 
现在 ， 引 入 一 个 新 量 
F pro =Fh, fho fta = Fh, Ipa, (11.8.19) 


式 中 ，gpo 三 f8sf9。， 由 结 构 常数 fas 的 性 质 可 知 ，gop 关于 a, 
1 是 对 称 的 ， 它 构成 内 荀 度量。 并 且 ， 可 以 证 明 


Fs,a=F ,pf ir? (X), (11.8.20) 
此 时 ，(11.8.18) 变 成 
L=L(F,,,F4,y. (11.8.21) 


因此 ， 具 有 规范 不 变性 的 《而且 也 是 相对 论 性 不 变 的 ) 最 简单 的 “ 


Lagrange 函数 L 具 有 如 下 的 形式 ， 
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4 Sexa 


太一 一 二 Fo 01.8.22 


由 于 具有 不 变性 的 任意 的 Lagrange 函数 一定 是 Lo 的 某 个 复合 
函数 ， 我 们 称 Lo 是 自由 规范 场 的 Lagrange 函数 。 
(2) -4 与 9 的 耦合 场 
下 面 我 们 讨论 除了 规 范 场 4 外 ， 还 存在 一 个 用 乡 描述 波 函 
数 的 场 ， 二 者 间 的 耦合 存在 交互 作用 。 设 该 交互 作用 不 依赖 于 
A: 的 导数 ,我 们 的 目的 是 求 出 这 种 情况 下 的 Lagrange 函数 的 
结构 。 
描述 这 一 交互 作用 的 Lagrange 函数 记 作 
Lint=Lint (Ai, 0, p,a) (11.8.23) 
且 它 关于 下 面 的 规范 群 具 有 不 变性 
Xr, 
A'i = A; + for Akeh (x) +per), 
Co。 : p =p Iep, 
P'=p epla, 
a,B,y=1,2,--,m #=1,2,3,4 
(11.8.24) 
RH, LEHE) =% = AREG 82| bur BEEC, EE 
示 的 生成 子 。 由 〈11.8.24) 有 


642 =f gr 4ep(x) 十 9neeCx)， (11.8.25) 
y=1oey, (11.8.26) 
OP =E Pla (11.8.27) 


注意 到 Lint 不 依赖 于 4; 的 导数 ， 因 此 ， 对 Lagrange m% Lins 
01.8.9) 式 变 成 如 下 的 方程 组 


ôL, ni 
fi» JAT -4 一 一 I4 — S Iah, +h.c. 


(11.8.28) 
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OLint _ _ Lint Lint 


ZH ðh,» 3P,’ 
式 中 h.c. 表示 Hermitian 4 $š (Hermitian-conjugate) 项 。 
由 (11.8.29) 可 知 ，Zint 依 赖 于 具有 协 变 导 数 形式 的 量 


(11.8.29) 


了 To 十 和 Te 


Vog 一 8 一 leAt, (i1.8.30) 

VP =0,P HEPA. (11.8.31) 
可 以 证 明 ， 当 将 描述 交互 作用 的 Lagrange 函数 取 作 

Lin=Py" V ,0—V Py" — mpy (11.8.32) 


BR, (11.8.2) 式 自然 满足 。 这 里 ，y* 是 §11,1 中 引进 的 Dirac 

矩阵 参见 《11.1.34))，m 是 任意 常数 。 因 此 、 描 述 4; mais 

合 场 的 、 关 于 群 G2。 具 有 不 变性 的 最 简单 的 Lagrange 函数 为 
L=Li+ Lim 


= AF mF” +B yy Pym. 


(11.8.33) 
(3) 场 方程 问题 
对 于 Lagrange 函数 (11.8,21)， 规 范 场 的 场 方程 具有 拟 
Maxwell 形式 
8,F#' —f#,F#'AY=0 (11.8.34) 
或 者 
3 Fp =J i= fi Fp A (11.8.35) 
如 果 fir 是 各 向 同性 旋转 群 的 结构 常数 ， 则 1.3.3 就 是 杨 - 
Mills 玻 色 子 方程 ， 在 电动 力学 中 ， 它 的 规范 群 U(1) 是 单 参数 
的 Abel 群 ， 所 以 ffy=0。 于是， 由 (11.,8.34) 得 到 了 Maxwell 
方程 
.$14. 


Et RMA 


8a,F2'=0, (11.8,36) 
用 $ 来 描述 的 ， 并 且 与 规范 场 具有 交互 作用 的 粒 F, WED 
方程 满足 广义 EL 方程 
ôL/ðp=3L/3}— -Vs(aL/a(Vug)) 一 0。 š (11.8.37) 
当 Lagrange 函数 用 (11.8.32) 式 给 出 时 ， 上 式 变 为 


‘PVA myp=0. 3 (11.8.38) 
在 弯曲 的 Gam 时 空中 规范 场 的 变 分 方程 取 下 列 形式 
a(l). (11.8.39) 
于 是 ， 规 范 场 与 引力 场 中 的 粒子 的 运动 方程 式 为 
aL _, aL 
lal- V UEFE (11.8.40) 
这 里 
vi (llag n p )= Wg 2 Wa 
+l- ie y l4 l 01.8.40 
则 全 部 注 的 到 守 全 和 是 | 
allhat =o. . o iU (81.8.42) 
广义 Einstein 方程 或 者 四 元 组 h; 的 场 方程 是 
了 T%( 所 有 场 ) +7;( 所 有 粒子 )=0,。 © © (11.8.43) 
即 


T(Es oe)+ ELLE]. 
w: (11.8.44) 
这 些 方程 的 物理 意义 是 ， 进 入 到 Lagrange :函数 中 的 所 有 场 的 
能 量 -动量 张 量 之 和 等 于 等 。 
当 将 引力 场 看 成 相伴 有 齐 次 局 部 Lorentz 群 的 规范 场 时 。 
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我 们 有 
RY,» Jipe (1.8.45) 

(4) ”Noether 人 恒等式 与 守恒 律 

在 上 一 节 我 们 普 给 出 Noether 对 称 性 定理 ， 其 中 的 Lagrange 
函数 的 具体 结构 还 不 清楚 、 本 节 我 们 首先 给 出 了 具有 规范 不 变性 
的 Lagrange 函数 的 结构 。 就 是 说 ， 我 们 已 经 解决 了 两 个 问题 : 
一 是 Lagrange 函数 关于 某 个 群 共 有 不 变性 ;二 是 在 这 种 不 变 
F, Lagrange 函数 应 具有 的 结构 。 于 是 ， 按 Noether 定理 ， 
一 定 有 相应 的 守重 律 。 

为 此 ,在 (11.7.45) 式 中 ， 用 ffrA; 震 换 Bop， 用 1 状 换 b;p 有 


fira? EETA) (11.8.46) 
其 中 
dhei a Mah (11.8.47) 


由 于 4; 与 4 en, ,出 现在 Lagrange 函数 L 之 中 ， 
Kit, RMAF KAS (11.8.46) 式 。 应 用 下 列 二 个 关系 式 


ôL ðL 
TA asoga T pt, fal, (11.8.48) 
8L 8， aL 
‘B84;,, 一 常数 oTa 7? (11.8.49) 
我 们 得 到 


k= F214?—0,( areala 


aL 
— aF fiAn (11.8.50) 


[ FZ a Í Ft; fir; Yaa 


-36 


=—,( api fii). (11.8.51) 


应 用 下, 的 变换 规律 ， 伍 等 式 (11.8.46) 易 改写 成 Lagrange 
函数 的 导数 的 协 变 散 度 的 形式 


v [oa )- ta; | 
(11.8.52) 


v( -Z )=o, (11.8.53), 


当 Lagrange 函数 取 极 值 ， 即 广义 EL 方程 组 成 立时 ， 由 
(11.8.5) 式 得 到 普通 〈 弱 ) FEH, 


a(t )=0,7:=0, (11.8.54) 
式 中 3 
4 (11.8.55) 


是 规范 场 的 “自作 用 量 ” 流 。 

FFER (11.8.50 式 关于 定 域 规范 群 是 非 协 变 的 。 非 适 定 
流 73 相似 于 广义 相对 论 中 引力 场 的 能 量 -动量 拟 张 量 的 意义。 可 
以 将 它 称 作 拟 流 。 并 且 ， 它 等 于 一 个 反对 车 张 基 的 散 度 。 在 电动 
力学 中 ， 由 于 规范 群 是 Abel 群 ， 所 以 

fs=0. (11.8.56) 
下 面 我 们 考虑 用 《11.8.33》 式 表示 的 Lagrange 函数 . 这 
时 ,恒等式 (11.7.45〉 取 下 列 形式 
ôL , ôL 
4, -Ar t O Ipp i =3,( -S 3a) 
(11.8.57) 
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式 中 


ôL ôL, 6Lint e, 
BA 0d + od TTH S ae 
Asa OLint OLint 
J:=— BOT) Lo+91, (V, ° (1.81 59) 
和 如果 425，% 与 区 是 EL 方程 组 的 解 ， 则 由 《11.8.57》 得 守恒 律 
0, ;+J1=0, (11.8.60) 


易 看 出 守 便 律 (11.8.60) 是 协 变 的 ， 它 是 普通 〈 弱 ) 的 、 
但 非 适 定 的 流 守重 律 。 并 且 ， 该 守重 律 的 结构 类 似 广义 相对 论 中 
能 量 守 便 律 ， 按 通常 意义 守重 的 是 “物质 ” 流 十 场 拟 流 。“ 物 
质 ” 即 与 规范 场 交互 作用 的 粒子 的 流 仅仅 在 协 变 散 度 的 意义 下 是 
守恒 的 。 容 易 看 到 ， 对 于 用 (11.8.32) 式 表示 的 Lagrange PÑ 
数 ，Noether 便 等 式 写成 


Slap 35 =o, (11.8.61) 
将 流 的 定义 引入 后 得 
8,J;=f!1Al;. (11.8.62) 


§11.9 二 阶 张 量规 范 场 


我 们 知道 在 连续 统 力学 中 ， 二 阶 张 量 被 广泛 地 应 用 。 为 此 ， 
本 节 我 们 将 讨论 二 阶 张 量 的 规范 场 。 这 里 ， 我 们 将 二 阶 张 量 的 物 
理 背 景 看 成 是 引力 场 。 我 们 将 广义 相对 论 看 成 是 具有 任意 几何 时 
空中 的 二 阶 对 称 张 量 Sz" 的 规范 场 理 论 。 规 范 群 是 广 义 相对 论 中 
的 任意 的 连续 坐标 变换 群 。 变 分 是 用 Lie 导数 来 定义 的 。 广 义 相 
对 论 的 时 空 表 象 是 四 维 Riemann ZAV., 它 的 度量 张 量 记 作 
Irre 

我 们 考虑 Riemann 空间 人 中 的 连续 坐标 变换 ， 


* 318- 


E Simi 


3. 


Xx/ =x"-+Ë"(x)t, (11.9.1> 
式 中 t+ 是 充分 小 的 参数 。 在 变换 (11.9.1) TF, —Bt xf # sk BE 
S,, 的 变换 规律 是 


pon ôx" Gxt 
spon B sao. . (11.9.2) 

对 于 协 变 二 阶 对 称 张 量 5,,， 它 的 Lie 导 数 是 用 下 极限 定义 的 ， 
kS, lim SOD SO .9.3) 


S, =F008,S,,+S,.0,' 00 H Sid, E O. 
(11.9.4) 
如 果 S.。= gu, 且 连 络 符号 完全 由 gu, 的 导数 来 表示 (Riemann 连 
络 ): 
g 
Í ]=gnU4l=+g(a,, tgn, g), 
u . pra 
(11.9.5) 
此 时 ，9g 的 Lie 导 数 可 用 协 变 导数 表示 成 
rzgm En 十 Eye 《11.9.6) 
:由 鼻 同 构 (11.9.2) 生成 的 、 且 在 6zgw=0 的 意义 下 保持 度 
量 张 量 g, 的 Lie 群 称 为 Riemann 空间 六 的 运动 群 。 相 应 的 向 量 
专 称 为 Killing 向 量 。 在 允许 有 运动 群 的 空间 中 ， 已 经 知道 度量 
张 量 在 一 点 的 分 量 ， 我 们 就 可 以 通过 平行 移动 来 求 得 在 各 点 的 
gr 特别 地 ， 在 平坦 空间 中 ， 运 动 群 变 成 了 普通 的 时 空 对称 群 。 
例如 ， 在 Minkowski 时 空 里 运动 群 是 Poincar6e 群 ， 在 具有 党 
井 率 的 时 空中 运动 群 就 是 Sitter 群 0(4,1)。 从 后 者 出 发 ， 在 
及 > 的 极限 情况 〈 这 里 及 是 时 空 的 曲率 半径 ) 则 可 得 到 Poincare 


` 我们 下 面 将 分 别 讨论 向 量 场 。 反 对 称 一 阶 张 量 场 和 对 称 一 阶 
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张 量 场 的 规范 场 


(1) 规范 向 量 场 
作为 例子 我 们 考虑 向 量 场 4， 其 协 变 分 量 的 Lie 导 数 为 
órA,=#'8,A,+ A.8,#*, (11.9.7) 
而 逆 变 分 量 的 Lie 导 数 为 
ÒLA =E"9, A" — AE", (1.9.8) 


应 用 (11.7.45) R, Noether 人 恒等式 可 改写 成 


“E G, A,—8,A)=9, (ë 4 (11.9.9) 
将 该 式 两 边 与 5L/64: 缩 并 ， 我 们 得 到 
AE a(g r= ar40 E =0, (11.9.10) 
因此 ， REFER 
òL 
alaa, a )=0 f (11.9.11) 
被 满足 ， 或 者 向 量 场 满 足 条 件 
s. L 
Ag = (11.9.12) 
如 果 源 也 被 考虑 在 内 ， 从 Noether 恒等式 我 们 得 到 
DPF: Aes (11.9.13) 
K EF,,=8,A,—8,A,. EA 
8,PCA.T"y=0,  GN.9.140 
因此 ， 或 者 源 J2 是 守重 的 ; B 
80,1:=0; 11.9.15) 
或 者 这 里 没有 交 专 作用 ， 即 
Ade=0. ` (11.9.16) 
# 01.9.19) 式 与 F*"* 缩 并 ,这 里 
pn te F, 《11.9.17) 
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< 是 四 阶 的 轮换 算 子 (参见 (11;1.26〉 式 )， 我 们 得 到 


JAF? FaFy=88,Ja(e2eF AF og), di: 


(2) 二 阶 反 对 称 张 量 场 
我 们 考虑 反对 称 的 二 阶 张 量 场 4mr 


Ant A,,=0, (11. 


它 的 Lie 导 数 是 - f 
ÔLAus =E" 9r Aps H Aroni + Anr En 《11 
这 时 ，Noether 恒等式 有 形式 


A A= (Ea, 
GN. 
如 果 f 
9.4, 0 G. 
E 
L=+A,;A”, ai. 
那么 
ôL _l yw i 
yw ru . 《11 
并 且 便 等 式 01.9.21) 有 形式 
LA OrAn—3rAn A= 0s A") A G. 
或 
BA"0. AnA" An), a. 
AATE 
Os A A= 94%A,)=0. a. 


9.18) 


9.19) 


.9.20) 


9.21) 


9.22) 


9.23) 


.9.24) 


9.25) 


9.26) 


9.27) 
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在 电动 力学 中 ， 括 号 中 的 量 扮演 着 电磁 场 能 量 -动量 张 量 的 角色 。 
对 于 这 些 量 的 守恒 律 可 以 作为 Noether 恒等式 的 结果 。 
利用 恒等式 
A A = FONA" AD, (11.9.28) 


这 里 A**" 的 意义 见 《11.9.17) R, HAA An 的 反对 称 性 。 方 
程 (11.9.21) 可 以 改写 成 


CA A419 (ig )=64 urA 3 


(11.9.29) 
如 果 4w* 满 足 方程 
8..A,,,=0, (11.9.30)》 
那么 由 (11.9.29) 式 得 到 
óL 2 
A* Ay, =0, 3 
CA A.)8,( aa) 0 (11.9.31) 


于 是 ， 从 4A,, 的 任 一 场 方程 经 简单 微分 运算 我 们 可 以 得 到 强 守 恒 
律 和 附加 条 件 。 如 果 


A=, (11.9.32) 

则 由 (11.9.31) 得 到 h 
(A Are)3p A" =0。 (11.9.33) 
I š 


, 


所 以 


tO MRA Ar 2380, 
9.A"= { (11.9.34) 
HER, MRA Ar =0, 


因而 ， KHA Are 308899. 4,, =089398J 3k Maxwell 3y 
E 

3,4" =0. . (11.9.35) 
而 且 ， 作 为 (11.9.30) A (11.9.35) 的 结果 ， 我 们 有 
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o” =0. (11.9.36) 
(3) 二 阶 对 称 张 量 的 规范 场 
如 果 在 让 中 我 们 有 一 个 二 阶 非 退 化 对 称 张 量 场 Se 和 具有 
《11.9.1) 形式 的 连续 坐标 变换 产生 的 的 自 同 构 ， 那 么 条件 
G1.8.9)—(11.8.11) 决定 了 由 太 , 的 自 同 构 产 生 的 Su 的 变换 
(11.9.2) 下 不 变 的 Lagrange 函 教 和 场 方程 的 形式 。 不 包含 So 
的 导数 的 Lagrange 函数 有 形式 


L= (11.9,37) 


Pe Sua 
WwW 一 3” 
这 里 $=det(S,,)。 而 依赖 于 Sw 和 它 的 第 一 、 第 二 阶 导 数 的 
Lagrange 函数 则 退化 为 
Z=J=sR, (11.9.38) 
这 里 RR 是 按照 从 度量 张 最 得 到 Riemann 空 间 的 数值 曲率 的 完全 同 
样 的 方向 从 量 S,, 得 到 的 一 个 数值 ， 其 中 在 指标 缩 并 运算 中 用 到 
的 S“" 是 满足 条 件 S““"Sox 一 68 的 So 的 逆 矩 阵 S“"。 由 不 变性 条 件 
G1.8.9)—(1.8.11) 自动 得 到 的 另 一 个 结果 是 S,, 的 导数 仅 通 
过 组 合 形式 个 ,出 现在 Lagrange 函数 之 中 ， 这 里 三 ,也 是 按照 从 
度量 张 量 得 到 第 二 类 Christoffel 符号 的 完全 同样 的 方法 (参见 
《11.9.5)) 由 Su 产生 的 量 。 
由 Lagrange 函数 关于 S"”" 的 变 分 得 到 的 也 L 方 程 就 是 Eins- 
tein 方 程 


R,,—TS,,R=0, (11.9.39) 
这 里 的 Rs, 也 是 按 相应 的 方法 由 S, 产 生 的 。 
相应 于 变换 (11.9.3), Noether 人 恒等式 有 形式 


1 af £ 
> D5, (6,S,,—0,S,,—8,S,)=ə, (3s>)s,- 
(11.9.40) 
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v (38—)=5, (11.9.41》 
ar 
式 中 N N AN 
£ aÊ aî 
$S =s- aasa) (11.9.42) 
而 协 变 导数 V, 同 样 地 应 形式 地 理解 为 相对 于 由 Ss, 和 它 的 导数 导 
出 的 连 络 符号 而 进行 的 。 


方程 11.9.41) 是 一 个 强 守 便 律 ， 它 的 生效 不 依赖 于 Lag- 
range 函 数 或 EL 方程 组 的 特定 形式 ， 特 别 地 ， 由 它 可 导出 众 所 周 

知 的 协 变 守恒 律 f 
(R"— +S”R ): =o. 《11.9.43》 


在 广义 相对 论 中 ， 方 程 (11.9.43) 通 常 是 作为 由 Riemann 曲率 张 
量 满足 的 Bianchi 恒等式 的 结果 而 得 到 的 ,但 是 这 里 它 是 Noether 
和 恒等式 的 一 种 表示 ， 对 任意 对 称 张 量 场 ， 例 如 介质 的 弹性 应 变 张 
量 ， 都 是 成 立 的 。 . 

现在 设 


s =T”, (11.9.44》 


这 里 7” 是 描述 一 个 场 的 源 的 对 称 张 量 。 于 是 〈11.8.41) 导致 
对 T” 的 协 变 守恒 律 ， 即 
T”,,=0. (11.9.45) 
因此 ， 在 广义 相对 论 中 ， 协 变 地 恒 等 地 满足 的 能 量 守恒 律 是 
来 源 于 对 场 方程 的 Noether 人 重 等 式 的 强 守 便 律 ， 而 且 是 关于 无 
限 群 Goos 的 不 变性 理论 的 一 个 结果 。 


$11.10 弹性 理论 的 Lagrange 函数 和 固有 规范 群 


众所周知 ， 经 典 弹 性 理论 只 讨论 协调 的 弹性 变形 ， 由 应 变 协 
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调 方程 的 几何 意义 可 知 ， 经 典 弹性 理论 讨论 的 变形 是 从 三 维 欧 氏 
空间 到 三 维 欧 氏 空间 的 同 构 。 

设 R, 表 示 弹性 体 参 考 构 形 所 在 的 三 维 欧 氏 空间 ， 它 的 整体 笛 
卡尔 直角 坐标 系 为 {X4}，A=1,2,3。 弹 性 体 的 参考 构 形 是 RR, 中 
的 有 界 单 连通 区 城 .@， 设 R; 表 示 变 形 后 的 三 维 欧 氏 空间 ， 它 也 
有 一 个 整体 馆 卡 尔 直 角 坐 标 {x"}，a 二 1,2,3, 于 是 弹性 体 的 变形 
历史 是 微分 同 构 

X: BX [to,ti > Rx [tosti]: 


y% =x (X,t), © a,A=1,2,3 
{ 11.10.D) 
tet, I 


它 使 得 作用 量 泛 函 
S(%)= Í P L (X4 t, 9 x" anay Adt 


(11.10.2) 
取 驻 值 。 这 里 的 Lagrange KAL, 对 所 有 oaER、 所 有 常 向 量 b 和 
所 有 满足 条 件 AzA 王 | 的 常数 值 正 交 张 量 A 满 足 不 变性 条 件 ， 
L (X,t+a, Ax+b, ABox, A =L,X, t,x,Əxx,0,k), 
(11.10.3) 
从 上 述 变 分 原理 和 不 变性 条 件 通过 Noether 定理 就 可 得 到 弹性 
体 的 场 方程 和 守恒 律 ， 并 且 得 到 非 线性 连续 统 的 经 典 理论 ， 
弹性 理论 中 的 Lagrange 阔 数 有 形式 
LasT—V(Cs), A,B=1,2,3 《11.10.4) 
这 里 了 表示 动能 


T=- Lpd, 1<a,p<3。 (11.10.5) 


而 广 (C4s) 是 势能 ， 它 是 Green 应 变 张 量 Cia 的 函数 ， 这 里 Green 
应 变 张 量 C4s 定 义 为 
C.,s=0,x°0,s0sx#, 《11.10.6) 
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如 果 我 们 引进 四 维 的 Green 应 变 张 量 ， 它 的 分 量 是 
Cs 一 Daxe6op8,xp， 02 一 1,2,3,4 (11.10.7) 
即 
Cu Cu Cis 0 
Cn Can Cr 0 ` 
Ca CaCa oF - -= (11.10.8)} 
0 0 0 Ca 3 
那么 Lagrange 函数 Lo 是 Cs, 的 函数 
=L (Cr) =T (Ca) —V (Cas). 《11.10.9》 
位 置 向 量 x 可 作 如 下 变换 
x’=Ax+b, AESO(3)，bE7(3)， (11.10.10> 
这 里 A 是 正常 的 与 x 无 关 的 正 交 张 量 ，SOC3) 表 示 正常 的 正 交 群 ， 
b 是 与 x 无 关 的 向 量 ,7 (3) 表 示 平 移 群 。 下面 我 们 将 证 明 SO(3) 和 
了 T(3) 的 积 空间 G。 就 是 弹性 体 的 对 称 变换 群 。 
事实 上 ， 表 达 式 《11.10.7) 可 写成 
C,,=80,x8,x, - 11.10.11y 
于 是 在 群 Go 的 作用 即 在 交换 (11.10.10 下 有 
Ci,=8,x78,*=8,xA*A8,x=89,x8a,x=C,,, (11.10.12) 
出 此 看 出 ，Lagrange 函数 [在 群 G。 的 作用 下 不 变 。 
, L ,(C+=Li(C,,), z (11.10.13) 
因此 ， 群 G, 是 L, 的 固有 的 对 称 变换 群 。- 容 易 看 到 ， 由 群 SO(3) 和 
群 7(3) 的 子 群 构成 的 积 空间 也 都 是 的 对 称 变换 群 。 
例如 ， 线 性 弹性 理论 中 物质 点 的 运动 可 用 位 移 向 量 在 选 定 的 
笛 卡 尔 直 角 坐 标 中 的 分 量 


[ÇC,,]= 


u= last), 1i, j3 (11,10,14) 
表示 。 小 变形 应 变 张 量 为 
eu= lasrtuso,  GA09. 


应 力 应 变 关系 为 


gu= EÉ, 《11.10.16) 
式 中 Eiym 是 具有 对 称 性 
Euyn=Enn=Eyn=Ens (11.10.17) 


的 弹性 系数 张 量 ， 在 本 例 中 ， 我 们 重复 的 小 写 拉丁 字母 从 1 到 3 求 
和 (不 再 区 分 上 下 标 )。 应 变 能 密度 为 


LA (11.10.18) 
动能 密度 为 
K=p . ` (11.10.19) 
而 动量 密度 为 I f 
: bi=ph,; i (1.10,20) 
经 典 连 续 统 中 的 作用 量 泛 函 为 
f Swf [Gas added, C1,10.2D) 


其 中 Lagrange 函数 
Lu, i) =K -W =} pitu Ent, jii 


(11.10.22) 
于 是 ， 5338825 SOCG MT (s TEMEL R HREN, 我 们 
出 . Noether 定理 将 得 到 相 忆 的 守恒 律 。 例如 > 2ng 


U =t-+e SE ed 
Gai: |: == N 《11.10.23) 
uj =u; K 
为 时 间 平移 群 ， 这 里 2 为 充分 小 的 常量 。 rR 


若 作用 量 泛 函 Salu) 在 时 间 平 移 群 Gu 下 具有 无 穷 小 不 变 
tE, Mh Noether 定理 (11.7.5)~(11.7.6) AFEA 
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a t) aei) =0, (1.10,24) 


m 

(W +1oen jo, =0. G1.10.25). 
注意 到 动能 密度 的 定义 《11.10.19)， 即 有 

L WHO 0) . (11.10.26) 
两 边 作 体积 分 并 对 右边 用 散 度 定理 得 到 积分 型 守 便 律 

gf, +a =$ wcunds, 01.10.27 


该 式 表 明 弹 性 场 的 总 能 量 |, +O 关于 时 间 的 变化 率 等 于 


-作用 在 边界 9V 上 的 牵引 力 fimon 的 :功率 。 因 EN iZ ak. 
Solu) 在 时 间 平 移 群 Go 下 的 不 变性 导致 能 量 守 便 律 。 
”如果 时 间 才 | 场 量 w 作 宣 等 变换 ， 只 是 空间 变量 作 平移 变换 ， 
即 a 
=t ， 
Ga: fersi vaie I (11.10.28) 
Uf = 
ik (imla, 3) 是 充分 小 的 常数 ，Gos 称 为 空间 平移 群 。 
若 作用 景 泛 函 So(wi) 在 空间 平移 群 Gw 下 具有 无 穷 小 不 变性 ，: 
则 由 Noether 定理 有 守恒 律 


d pim, d -Liða tign) ,2=0, (11.10.29) 
REREN H A RE E AARIATE: 
Af oim adv= $. Lantus anmas. (11.10.30) 


y: 


该 守恒 律 反映 了 空间 的 均匀 性 。 
变换 群 
tt 
Gos: (= (11.10,31> 
Ui =t; Fei; I 
称 为 刚体 平移 群 ， 这 里 ey，1 委 j 生 3， 是 充分 小 的 常数 。 
PERRE Su) 在 刚体 平移 群 Gos 下 具有 无 穷 小 不 变 
性 ， 则 由 Noether 定理 有 守恒 律 


pr) os,s=0 (11.10.32) 
或 经 求 体积 分 并 用 Gauss 定理 后 得 积分 型 守 己 夭 

par =$ canas, ll) 
由 动量 密度 的 定义 11.10.20) 又 得 : 

3l, b. a= $, oemadS。 P. ai. 10.3 34} 


该 式 表明 , KRKA 动量 关于 时 间 的 变化 率 等 于 作用 在 边界 8 
上 的 总 牵引 力 。 因 此 ， 刚 体 平移 群 Cs 下 的 不 变性 导致 动量 守 便 
i 变换 群 : : 
t=t(1+e) ` vo Š & 
Gu: jasa asi (11410185) 
upu tHe), , te 

WB 536 R 9k 338036. 其 中 e 是 充分 小 的 常量。 
RPH IZES, Uo ERRERIK Cu 下 具有 无 穷 小 不 变性。 

. 则 由 Noether. 定理 有 守重 律 ， i hg 


有 [ID 一 pittz HXi, 7 十 4)] 
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+[x+L os (lü t xyi, uo ], + =0 
(11.10.36) 
或 积分 型 守恒 律 


A| ut — puta, stu) Yay 


+$, [xL tolti txj, +u) JndS =0 


(11.10.37) 


变换 群 
“S tat 


Gu: i= a Nis (11.10.38) 
Ui =U(Téugxrzx;ey 
为 光 穷 小 刚体 旋转 群 ， 式 中 es ，1<h<3， 为 充分 小 的 常量 ， 
若 作用 量 泛 函 So(w) 在 无 穷 小 刚体 旋转 群 Coe FARRA 
不 变性 ， 则 由 Noether 定 理 有 守恒 律 
Pansa- ~ eimina a =o (11.10.39) 
mamaka." i 
s $, a dd G11.10.40). 
Esta pO N B 92) 863 BR 3E ka, TA WNT 
积分 是 边界 曲面 87 上 总 牵引 力矩 。 因 此 ， 作 用 量 沁 函 S,(w) 在 无 
穷 小 刚体 旋转 群 GCw 下 的 不 变性 ， 导 致 动量 撼 守恒 律 。 总 之 ， 我 
们 已 经 看 到 ， 从 Lagrange BALKERE, T TARE 
SERT š 


şu. 11 位 错 和 向 错 场 的 Lagrange BRRR? 


为 了 讨论 位 错 和 向 错 的 规范 场 及 确定 它 的 Lagrange Ha #ç 09 
. 830 . 


结构 ， 我 们 先 回顾 一 下 在 $ 11.4 中 讨论 过 的 杨 -Mills 最 小 耦合 原 . 
=. 

RMA EAA EG EA, 它 的 Lagran- 
ge 函数 为 


工 一 二 (yo， pass) G11.11.1)- 
HHUSHGSSANE, 即 场 量变 换 为 

WX)=uyx), Vu€G,. (11.11.2) 
因为 9 是 整体 规范 群 场 量 的 梯度 的 变换 也 是 
8y =3, up) =p, VuEG, ` (11.11.3》 


与 场 量 的 变换 是 一 样 的 。 从 而 
LY ,0 = Luy, uap =La), VUEG. 
‘ (11.11.47 
上 式 表 明 Lagrange 函数 在 整体 规范 群 下 具有 不 变性 。 
然而 ， 如 果 G 是 定 域 规范 群 ， 场 量 的 变换 为 
pan 出 '(x) 一 WOx) 中 (x)， ， 《11.11.57 
几 么 ， 场 量 的 梯度 的 变换 不 再 有 (11.11.3) 的 形式 ， 而 是 
/一 bx[u(x) 中 (x) ] 一 800800 Fa) Dy) 
u(x) (x) : “3 G1.11.6y 
Rj Lagrange 函数 (11.11.1) 的 不 变性 (11.11.4) 也 就 不 再 成 立 
了 按照 §11.4 中 介绍 的 方法 ， 我 们 可 以 引进 规范 场 As D, 用 
殷 变 导数 
D,=0,+A, š U IO1.11.7y 
代 符 偏 导 教 而 使 (11.11:8) 式 ， 从 而 (11.11.4) 式 仍然 成 立 。 这 
样 的 规范 场 A 是 与 规范 群 G 紧 省 相连 的 。 HAED 
. As(x) 一 一 1g942(x)To， (11.11.8) 
EE T. 是 G 的 生成 子 。 这 样 ， 从 原来 的 场 中 (x) 耦合 出 一 个 新 场 
As(x)， 这 就 是 杨 -Mills 最 小 耦合 原理 。 这 时 ， 一 方面 规范 势 伴 
随 着 协 变 导数 进入 场 量 电 (x) 的 Lagrange 函数 工 (中 ,Ds 中 ) 中 去 ， 


"331 。 


另 一 方面 ， 自 由 的 规范 场 的 Lagrange 函数 可 表 成 
Li=L.(A;, Ais)» (11.11.9) 
它 仅 依赖 于 规范 势 45 和 它 的 导数 ， 并 且 关 于 规范 群 G 具有 不 变 
性 。 而 整个 场 的 Lagrange 函数 有 形式 
L=L (ha, Daha) +s:Li (A38, A3), (11.11.10) 
AF s 是 反映 交互 作用 的 新 的 一 个 耦合 常数 。 
现在 我 们 应 用 最 小 耦合 原理 来 讨论 位 错 和 疝 错 场 。 在 经 典 连 
续 统 的 基础 上 ， 我 们 将 位 错 和 向 错 作 为 经 典 连续 统 的 规范 场 引进 
来 ， 这 时 ， 经 典 连 续 统 就 是 基态 。 在 位 错 和 向 错 同 时 存在 于 经 典 
连续 统 的 情况 下 ， 总 畸变 张 量 B?* 由 三 部 分 组 成 
B"=B+Br=B+ +x (11.11.11) 
第 一 部 分 pg 是 弹性 畸变 ， 第 二 部 分 和 第 三 部 分 之 和 B =+ 统 
称 塑性 畸变 。 第 二 部 分 申 是 由 位 错 引 起 的 塑性 畸变 部 分 ， 由 位 错 
的 定义 可 知 它 与 平移 群 了 (3) 有 关 ， 它 决定 着 空间 的 挠 率 ; 第 三 
部 分 Tx 是 由 向 错 引起 的 塑性 畸变 部 分 ， 由 向 错 的 定义 可 知 它 与 
旋转 群 SOC3) 有 关 ， 它 描述 物质 基 元 的 自 旋 并 且 决 定 着 空间 的 曲 
率 。 因 此 我 们 可 将 『 写成 
Tiy=W:TI,, p=1,2,3, 4; a, ,py= 1,2;s, 
(11.11.12) 
这 里 了 4 是 5QK8) 的 生成 元 T。 〈 它 是 3x 3 矩阵， 参见 (11.3.4)7 
的 矩阵 元 (常数 )。 而 一 般 地 4; =p 0), Wi=W:(x)Jk x" 0088 
数 。 于 是 (11.11.11) 可 写成 


B 一 8oxe 十 星 十 村 和 rzr。 (11.11.13) 
Xh, WERA 
. Ve=8,x°+41+W!T;, Z, (11.11.14) 
而 位 错 密度 为 


arm eogi opt +T EUW :GY 
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=W ip +x 8, Wi aW 
+fioW SW #1}, (11.11.15) 
其 中 有 ,是 由 
. [Ta, Te]5if iTe (11.11.16) 
决定 的 群 G 的 结构 常数 〈 参 见 (11.3.2) 式 )。 类 似 地 可 求 得 各 种 
描述 位 错 和 向 错 的 量 。 在 无 向 错 即 W =0 的 情况 ， 便 得 到 只 含 


位 错时 的 各 种 表示 
Pr:=0sx°+$;, (11.11.17) 
Vo= tei, i 11.11.18) 
at= Lemigo, pt0). 1.11,19) 
LEREZ, #3J836FE6JLagrange n 3k E: 
L=T—V(Cas), “(11.11.20) 


在 各 向 同性 线 弹 性 的 情况 ， 上 式 交 成 


zl 
2 


十 24(e4s6406speop)]， (11.11.21) 


p "0,80 0— [Ate nnd) 


这 里 
e= L (Cas—àa) = (84xeGopDpsxp 一 48) 


(11.11.22) 
是 Almansi-Hamel 应 变 张 量 ， 在 线性 化 的 情况 它 就 是 小 变形 应 
变 张 量 ，4 和 /是 拉 梅 系数 ，p。 是 参考 构 形 中 的 质量 密度 。 
为 了 从 (11.11.21) 得 到 位 错 和 向 错 场 的 Lagrange 函数 ， 按 
车 定 域 规范 场 理论 的 杨 -Mills 最 小 耦合 原 理 ， 可 令 


3, > D,=8,+A,, 1.11.23) 
其 中 规范 场 A。 由 T 和 中 决定 ， 即 
3px -> pT =x +W ET irx + (41.11.24) 
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这 时 Lagrange 函数 应 有 形式 
(11.11.25) 
其 中 ，Ls 是 由 经 用 Ds 代替 0, 而 得 到 的 ， 即 A 


Li=— lp, piy [AGE Iban 
—2uE s 040095PEoy], : “(11.11.26》 ` 


Ess= + (0t4,,01—aay, 01.11.27) 


而 "4 由 (11.11.13) 给 出 。Zs 描述 了 物质 的 弹性 性 质 。 易 见 它 在 
G6 的 作用 下 是 不 变 的 


Lem- tsfaFig g F, (11.11.28) 
式 中 
Fima WaW i+ fi WEW, (11.11.29) 
而 
i fap=f iof i= fn : (11.11.30) 
称 为 群 G6 的 Gartan-Killing 度量 。g” 由 下 式 定义 ， 
1, #u=vəe4 
g= 0 ps O (11.11.31) 
+ u=v=4., . . " 
Lr 是 描写 向 错 的 作用 的 部 分 了 
L=—+s0, D: KKD,» (11.11.32) 
式 中 


D;,=0,6;—0,6: +T iW S$? WEI + FS?) 
(11.11.33) 
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1， 当 4=? 寺 4 
K”= x; aid (1.11.34) 
Y° u=v=4, ` 


工 ,是 描述 位 错 的 作用 的 部 分 。 易 见 Lagrange 函数 (11.11.25) 是 
工 的 自然 推广 ， 它 带 有 四 个 可 调整 的 常数 ，s, MAR EAN 
数 ， 而 6==1/94 和 Y=1/K* 是 二 个 所 亩 的 “ 传 布 参数 "各 式 的 
详细 推导 可 参见 [26]。 

将 Lagrange 函 数 (11.11,25) 对 x*，W; MIARE TA 
各 种 场 方程 ， 并 且 ， .完全 类 似 于 上 一 一 节 的 讨论 ， 引 用 Noether 定 
理 可 得 到 对 应 的 守恒 定律 。 

位 错 和 疝 错 的 规范 场 理论 是 近 几 年 才 展 开 的 研究 领域 ， 还 有 
许多 工作 有 待人 们 去 完成 。 
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